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presentación 
El C§lculo matricial de estructuras corresponde a un 
planteamiento moderno y original-en su 
del tE!"rmino, de vuelta a los orígenes-
acepci5n mis genuina 
del Analisis de Estruc 
turas. Su desarrollo y por lo tanto aprendizaje más eficaz, se 
realiza con. la ayuda de un computador. Sin embargo, re.legar al 
estudiante al simple papel de usuario de programas generales 
de cálculo de estructur~s por computador, que puede utilizar 
1 
como una misteriosa caja negra, sin comprensi5n de sus funda-
mentos, parece una penosa y poco formativa perspectiva educa-
cional. Por otra parte, el desarrollo por el alumno de peque-
ños programas de c§iculo, permite una adecuada y natural asi-
milaci6n de algunos conceptos del c§lculo.matrlcial de estruc 
turas, si bien exige un previo conocimiento de procedimientos 
núme·ricos .e informativos, y particularmente, un esfuerzo, a 
veces, desproporcionado para un estudiante que s5lo desea com 
prender pero no d~sarrollar nuevos programas de cál~ulo. En -
esta publicaci5n, se intenta un camino intermedio, en donde 
se da especial ~nfasis a los conceptos fundamentales de matriz 
de rigidez y cargas equivalentes de elementos y subestructu--
ras. Conceptos que son ll'tiles, y prc!cticos, tanto para el fu-
t u r o u s u a r i o ' e o m o a 1 r e a l. i z a d o r d e p r o g r a m a s • E s t e h e e _h o s e 
puede comprobar en los modernos programas generales donde exis-
ten facilidades de subestructuraci5n a diferentes niveles. Ade-
más se incluyen aquí simples problemas de análisis matricial de 
estructuras que se plantean de un modo manual y que no precisan 
para su resoluci6n necesariamente un computador. Por último, se 
muestran ejemplos de uso de un programa general de computador -
implémentado 'en.el Centro de Cálculo de la U,niversidad de San--
tander. 
Con esta publicaci5n c~eemos, que se intenta cubrir 
un importante vacío en el campo del análisis matricial de ~s­
tructuras,: en donde existen excelentes 1 ibros de exposici5n 
te5rica de los·métodos -flexibilidad, rigidez, mixtos, híbri-
dos, etc.- pero que carecen de esa intenci§n de acercar el 
frecuentemente distante planteamiento general matricial al a-
lumno. 
Los problemas presentados son fruto, de la experie~ 
cia docenté en la Catedra de Cálculo d~ Estructuras, Y. corre~ 
ponden a prácticas, exámen~s o explicaciones en clases. No s& 
han tratado, dada la 1 imitación del curso otros métodos dis--
tintos al método del equilibrio o de los movimientos. Sin em-
bargo se esperan introdu~ir algunos ejemplos, de estos méto--
dos. Esta publicación, corresponde a una continuación del es-
fuerzo que la Cátedra esta realizando con objeto de poner a-
disposi~ión de los alumnos de. la f.T.s. de lngenferos de Caml 
nos, Canales y Puertos de Santander de aqu~11as ayudas que --
les permitan una más fáeil y eficaz asimilación de los canee~ 
tos mis importantes del Cálculo matricial de.estructuras. Ese 
ha sido nuestro propósito, y nuestra mejor recompensa serTa -
el haberlo lograda. En cualquier caso, se desea, y~ desde aho 
ra, recoger en futuras edicio~es, aquellas posibles correccio 
nes y mejora~ que a lo largo de los sucesivos cursos aparez--
can. 
A. Samartfn. 
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Ejercicio E 1.1. 
Numerar las estructuras de la ffgura E l.la de mo-
que el ancho de banda sea mTnimo. Se supone estructuras de 
barras. 
1 
( 1 ) 
F ig. E 1. 1 a 
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Si A-1 es la mayor diferencia entrri dos nudos conti-
. . 
guos en cada una de las estructuras se tiene lo que se indi-
ca en 1 a f i g u r a E ·1 • 1 b • 
S 9 13 17 21 25 2 3 
2 
1 1 
¡¿, 1 
¡ 
6 10 18 22 2ó 
·---
1· Am•S 13 7 11 15 19 23 27 4 
4 8 12 16 20 24 28 
( 1 ) ( 2) 
3 nL 
6 9 10 11 14 
18 
. 1 
19 22 
12 11 10 . 13~~15 
16 
,/l;}j 
9 13 
18 
'/ _/,21 
23. / 
1 A: t. 1 =S V/ ( 3 
•. 
24 
A 3,::7 
. 1 
(:g E',,_ .. ·' ~) 
El ancho de banda par.a cada una de las estructuras 
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anteriores es, 
Estructura 1 : (2x5n-1= lOn-1) 
. ll z·: (2x3n-1= 6m-1) 
11 3: (2x7n-1= 14n-1) 
11 4: (2x5n-1= lOn-1) 
siendo n el número de grados de 1 i bertad por nudo. 
~esde el punto de vista de computación, se aprove-
cha el hecho de que la matriz es simétrica, stendo preciso 
en este caso cons)derar el semiancho de banda a efectos de 
almacenamiento en la memoria del computador. Es decir el se-
miancho de banda es An. 
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Ejercicio E 1.2. 
Determinar el ancho de banda real (nOmero de diago 
-
nales paralelas a la principal con términos no nulos en la 
matriz de rigidez) de la estructura de la figura E 1.2a. 
\ 
2 
1 
(f) 
1 
1 
1 
Ftg. E i. 2a 
o 
-·8 -
Se considera en cada barra los sentidos indicados 
en la figura E1.2b. 
Fig. E 1. 2b 
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Con este supuesto se tiene la matriz siguiente: 
1 2 3 4 5 
(K22)a+ . 
1 (K11)b+ o (K12)h (K12)b o 
(K11)h 
(K22)f+ 
o (K22)c+ o (K21)c (K12)g 
( K11) g 
.. 
(K22)h+ 
(K21)h o (Kll)i+ o (K¡ 2) i 
~ 
3 
. (K22) j 
(K22)b+ . 
(K22)d+ 
4 ( K2 1 ) b (K12)c o (K22)e+ (K12)m 
(Kll)c+ 
(K11 )m 
(K22)g+ 
. (K22)m+ 
S o (K21)g ( K2 1 ) i ( K2 1) m (K22)i+ 
(K22)k+ 
. ( K2 2) 1 
Suponiendo que hay 6 grados de ·1 lbertad por ·nudo 
(tres desplazamientos y tres giros). Se tiene la siguiente 
matriz: 
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23 
... 
4 1 5 2 3 
. 
ro-· 
X lOOI.llll oooooo. .XXX XXX X ltXXX X ~~o ooo 
X o o -gooo 
1 X o oo too ll o ooo ~o 
X o ooo o D 
X o oooooo_., 
o XXX XXX 
o 
2 o o 
o 
24 o lllUllllll 
l Jt • X 
lt 
X 
XXX XXX 
4 llllllliXll 
1 
XXliXlllC 
XXXXlllt 
xxxxxx 
"--- X 11 lt ltl.ll 
!'.o o ooa 
S o' -~ ' > o ' 
o '" .,, 
{5-2• 3} La diferenci.a m~xima entre nudos es:. 4 _1,.. 3 luego 
A= 4, pero el ancho ser1: ~(~amero de gra~os de 1 ibertad por 
nudo)= 4.6= 24. Ahora bien, ese sería el ancho reducido, es-
to es, si la matriz fuese simétrica. El ancho total es 
2x24-1= 48-1= 47. (Se le resta 1 para no contar dos veces la 
diagonal principal). 
Así pues la fórmula es 2.A.n-1., donde A-1 es la· 
diferencia m(xima entre dos nudos y n el nQmero de grados 
de libertad por nudo (gdl). 
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Ejercicio E1.3. 
Numerar los nudos de la estructura de la figura 
E1.3a., de modo que el ancho de banda de la matriz de ri-
gidez total sea mínimo. Si N es el nGmero de ~rados de 1 i 
-
bertad por nudo de la estructura, determinar el ancho de 
banda anterior en los dos casos siguientes: 
a) Estructura de barras. 
b) Estructura de elementos finitos cuadriláteros. 
Fig. E1. 3 a 
- 12 -
a) 6 
- Ancho de banda 2.6.N-1 
b) 7 
- Ancho de banda 2.7.N-1 
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Ejercicio E2.1. 
Determinar la matriz de rigidez de la barra rectd 
de la figura E2.1a. que tiene area variable linealmente en-
tre sus extremos y está sometida únicamente a esfuerzos 
axiles (barra de estructura celosía).- Efectuar el cálculo 
mediante: 
t • X L 
Fíg. E 2. 1a 
Características: E A2. =A. '~· 
.1 
a) -Método exacto. 
b) -Ecuación diferen-
cia 1. 
e) -Elementos finitos 
con funciones de 
forma líneales • 
d) -Comparaci6n de 
los métodos para 
A.= 1,10 y 100. 
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a) Método general~ 
Se considera la figura E2.1b. 
¡-ti.-f 
1~·--~------------------- • ~ J S 
.. 
Fig; E2. lb 
La energía_elástica de deformación es: 
U=· .!_¡L N2 ds 
2 o "EA 
N= S (cons.tan.te) ., 
s=x 
s2 ¡L dx Por lo tanto u~ ---- A-l 
2EA1 o 1+ LX 
ln A 
--r:T 
Según el teorema de Castigl.iano, se obtiene: 
au L a= ~S , es decir a= ---EA 
a 1 
ln A S 
--r:T 
La matriz de flexibilidad es: 
ln A 
F= --r:T -1 A -1 ; F ... K ... TiiT 
La matriz de equilibrio es H=1, por lo que la 
matriz de rigidez del elemento está dada en la fórmula: 
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b) Ecuación diferencial. 
La ecuación géneral de la extensión de una barra 
es: 
d {EA ~} dX dx + pz O {2.1a.} 
con las condiciones de contorno pertinentes en x=O y·x=l 
estáticas (EA*= valor especificado) ó cinemáticas (u= va 
lor esficificado). 
En este caso se tiene: 
- En la viga, la carga actuante es p=O. 
-Las ecu•ciones de borde son: 
en x=O EA~= lax 
en x=l EA~= 2ax 
La solución general de la ecuación {2.1a.} es: 
E-Adu Tx .. e, l+lf:l X 
es decir 
1 A-1 
u= EA (A _11 {e 1 1 n ( 1 + -r- x) + e 2} 1 
Siendo e1 y c2 dos constantes arbitrarias. 
La consideración de las condiciones cinemáticas con 
ducen al siguiente sistema: 
L'' 
= EA l (X -1 ) {~nA 
d= G e 
-:d 
En forma compacta se puede escribir 
Las condiciones estgticas llevan a la ecuación: 
o bien matricialmente 
2.= G e 
-p-
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Eliminando las constante~ c1 y c2 (o el vector ~) 
entre las ecuaciones anteriores s~ obti~ne la matriz de rí-
9 i dez._ 
Es decir: 
.e.= k d 
--
k= G -1 con i; 
-
-p 
-1 EA 1 A.-1 -t 1 
con Gd = 
- Tñ'A{ lnk o} L 
Por lo tanto 
!;Al A.-1 1 Ji= L TñA {_, 
e) M'todo de los elimentos finitos. 
Se adoptan coordenadas adicionales ~= f y las fun· 
clones de forma lTneales. Es deci~ 
d 
u(x)= (N 1 , N2 ) .(dl) 2 
La relación deformación-desplazamientos es 
d 
e(x)= dx {u(x)} 
es decir 
e= (8p 8 2 ) (~1) 2 
aN ¡ 1 a N ¡ 
con B¡= ax- = Lar-
En este caso N1= 
1 
--L 
N = -. 2 L 
La matriz de rígidez es 
k . . = !L 8: D 8 . d x 
1 J o 1 J 
(i, j=l, 2) 
con D= EA(x)= EA 1 {1+(A-1)~}que es la matriz constitutiva del 
materia 1 • 
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Resulta, entonces 
La matriz de rigidez 
EA 1 1 +A. { 1 
es entonces 
k= -,-- -r -1 
d) La comparación de ambas matrices se resume en la siguien-
te tabla de valores de k, siendo 
k= k - 1 } indica la influencia de la varia--1 , que 
e i ón de· 1 a se ce i ón. 
Tabla E2.1, Valor-es de k 
Método exacto elementos finitos 
A.=1_,0 
(sección constan 
te) -
1, o 1,0 
A.-=10 3,91 5,5 
A.=100 21 , 5o 50,5 
Es decir la aproximación se deteriora a medida que 
le variación de la sección es m§s fuerte, a no ser que se --
utilizen otras funciones de formas mas ricas. 
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Ejercicio E2,2. 
1. Determinar .las funciones de forma o de interpolaci6n 
del elemento finito monodfmensional (1-D) de la fig~ 
ra E2.2a. 11 barra recta de tres nudos 11 sometido a un 
esfuerzo axil, Se supone un desarrollo pol in6mico p~ 
ra el desplazamiento longitudinal u(x). 
2. Dibcjar dichas funciones de forma. 
3. Indicar sus propiedades más importantes, 
1 3 2 t= L/2 __ Ir--. - L 12--1 
Fig. E2. 2a 
4. Conocidas las funciones de forma N. del elemento fi-
' nito 1-0 11 barra recta de tres nudos 11 añterior, deter 
minar la matriz de rígidez ~· Hallar la matriz de rí 
gidez para el caso en que se consideren solamente --
dos nudos y la matriz de rígidez exacta. 
5. Si actOa una carga longitudinal uniforme en toda la 
longitud de la barra, se desea conocer la expresi6n 
de las cargas concentradas equivalentes en los nudos 
(soluci6n inicial). 
6. Mediante la técnica de condensación estática, obte-
ner los resultados de los dos apartados anteriores, 
para la barra recta con dos nudos 1-2, tras la el i-
minaci6n del grado de 1 ibertad del nudo intermedio 3. 
j. Comparar estos resultados con los obtenidos en un 
cálculo exacto sin la aproximaci6n del método.de los 
element9s finitos, 
M6dulo ·de elasticidad: E. 
Area de la secci5n Ax variable 1 inealmente de~de un 
valor A1 en el nudo 1, al valor A2 en el nudo 2. 
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1) Considerando la figura E2.2b. y que: 
l:"a TX ( ) 'A2-A1 ~ Ax= 1+~~ A1 con ~- A¡ 
F1g. E2 2 b 
y sabiendo que las funciones de forma son nulas en todos los 
nudos menos en uno de ellos se tiene que las funciones de in 
terpolación son: 
N1= (2~-1) (~-1) 
2) Los gr~ficos de las ~unciones de forma son: 
L ,--' 1 t_j_ 1-x::-.... -... .-_-.. -:;A:--:tl"r;_ __ 2 '~- . , 1 . ....L. 1 . -~~ .............. 7 ..... 2 3 
__ g 
Fig E2. 2 e 
3) Las funciones de forma cumplen: 
N 1+N 2+N 3= 1 
N • (x.) = o .. 
1 J 1 J 
2 
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4) La relación deformación-desplazamientos es: 
B u B= a N 1 'J E= con 
- = 
--
ax r !:..• e; 
4· t) 4 *) 4 s,= -(E;- B2= -(t;- B3= -(1-2t;) L L L 
La matriz de rígidez es: 
E[L 1 k .. = B. A B • dx= LE! B. A B . dE; 
1 J o 1 X J o 1 X J 
k= L+ 1 1 + 1 8 2 EA 1 2 ll 'b ll - ! - 3 ll 3 3 
l.+ 1 
-¡:-
b ll L + 1 1 8 2ll 3 b""ll - 3 -3 
8 2 8 2ll 16 + 8 - - - r ll - 3 -3 r 7 ll .1 
(1) -Matriz de rígidez del elemento 1-D 11 barra recta cvn dos 
nudos•• de sección variable. 
( 1 ) 
N=1-E; 1 N = E; 2 
k= EA f 1 -1 } ( 1 +~) L" -1 1 2 
La matriz de rígidez exacta es: 
k EA 1 ll { 1 - 1 } -
-exacta=-¡:- tn(1+l.!J -1 1 • 
L 
5) ( p 1 ' p 2 ·, p 3) = f o (N 1 ' N 2 ' N 3) q d x= 
l 
q L f 
0 
{ ( 2 t; - 1) ( t; - 1 ) ~ ( 2 ~ - 1 ) 4 ~ ( 1 - ~ ) } d E;... q L ( 1/6., - 1 /6 , 2/3 ) · 
p 1 ... f., p2= f., p3 = LcL!:. 3 • 
1 
( p ( 1 ) PJ1) )= 1 l f o (N 1 N2)q dx= ql[ {(1-t;) t;' d 1:" = 1 ' o J <; 
= ql <-} 1 . 'i") 
p ( 1) = .9..!:. s.h. 
1 2 2 
p ( 1 1) L 1exacta=. tn (1+¡..t):- "C" q ' 
-1 1 p = ( + 1 +.~) q.l-2 exacta rn{l+lll ,.. · 
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6) Condensación estática 
4+31J 
u= 4+11 ul + 4(2+ ) u2 3 ij{2+1J) . lJ 
EA 1 { 1 -1} (p 2 +61J+6) 
k*= T -1. 1 3(2+1J) 
Condensación estática: 
* 
-1 
.;Lb. + 4+1J ~ -.9.1.. P1= p1-k13 k33 p = 3 o 4 (2+1J) 3 -3 
3+p 
2+1J 
~~~ . -1 tl + 4+3p ~ =.9...!.. 3+2u p = p2-k23 k33 p = 2 3 2i(2+1J) 3 
7) Valores lJ k aerox. 
o 1 
1 • 1,444 
1 o 4,611 
100 34,660 
Valores lJ P. 1aprox. 
o 0.500 
0,444 
1 o 0,361 
100 0,337 
3. 
k exacto 
1,443 
4, 1 7 o 
21,668 
P1cxacta 
0.500 
0,443 
0,317 
0,207 
2+u 
k ( 1 ) 
aprox. 
1 
1 , 5 00 
6.000 
51.000 
( 1 ) 
P1aprox. 
0.5 
0.5 
0.5 
0.5 
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Ejercicio E2.3. 
Determinar la matriz de rígidez de la viga de sec-
ción constante y longitud L mediante la resolución de la ecua 
ción diferencial de la flexión. (Ver figura E2.3a.). 
Ct 1) 
F1g. E 2 3a 
,.. 23 -
Se procede a part1r de la soluci6n tomplementaria, 
como es usual en otros problemas estructurales, 
Partiendo de la ecuaci6n diferencial de flexi6n: 
la deformada es del tipo: 
Por definici6n se tienen los movimientos en los ex-
tremos de la viga: 
es decir 
d= w, = 
Le 1 
w2 
L'e 2 
o bien 
.e.= Q1 
LM 1 
Q2 
LM 2 
o 
o 
w1=A 1 
L8 1=A 2 
w2=A 1+A 2+A 3+A 4 
L8 2=A 2+2A 3+3A 4 
o o 
ol 
1 o ~J 1 1 2 3 
r 
1 Al 
A2 
A3 
A4 
L 
Análogamente los esfuerzos 
Q,= iL 6A L3 4 
LM = El 1 3 2A3 L 
El Q =-- 6A 4 2 L3 
LM = ll 
2 L3 (2A 3+6A 4) 
El o o o 6 = ~ o o -2 o 
o o o -6 
o o 2 6 
= §..d A 
correspondientes son: 
Al G A = 
-p 
A2 
A3 
A4 
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y 1 a matriz de r1gidez es dire.ctamente 
k d k= G -1 
.e.= con .§.d 
-p 
En este caso 
-1 r , o e o k= El 12 6 -12 6 
.§.d = y 73 o o o 6 4 
-
6 2 
-3 -2 3 -1 -12 -6 12 -6 
2 -2 6 2 
-
6 4 
o bien S i se . d 1 cons1 era:E. = Q1 y dl= w1 
t-11 e, 
~ w2 
L 
M2 62 
1 kl d con a= 
1 a matriz de rigidez es :k 1= El 12 6 L -12 6L 
L3 
6L 4L 2 -6L 2L 
-12 -6L 12 -6L 
pL 2L -6L 4L 2 
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Ejercicio E2.4. 
Determinar ia matriz dt~ rígídez del .~iem.:1nto en-
tramado plano de la figura E2.4a., mediante !0: p~ocedi~ie~ 
tos siguientes: 
a) Método general matricial. 
b) Ecuación diferencial. 
e) Condensación estática. 
d) Método de los elementos finitos en desplazamientos. 
(Funciones de forma hermíticas). 
e) Comparar los resultados de este úítimo método para 
1=1 ; A=lO ; A=lOD. 
r- l ·r L ---4 
~ :3 1 i ..., t ... , ·~ L ·-··"--· :; ¡,, .J l, !.2 ../ 1, Modulo d.€ P.last¡cidad E 
Fig. E 2. 4 a 
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a) Método general matricial. 
Se considera la figura E2.4b. 
Fig. E2. 4b 
f-2-l] = [ H F- 1 H T - H F _- 1.] 
. L .2.z - F -: 1 H T . F - 1 J 
-1 T -1 
.!?..2 = - F H i 1 + F . iz y si se hace ~1 = 0: 
Teniendo en cuenta la figurá E2.4c. se tiene: 
3 
I,.._ _ L~.)M-(x) -2•) G2 ...,..____ _¡r= ·1 . X t 
Q(x) Pz 
F(g. E 2. 4 e 
M(x)= G2+P2x 1 2() l.¡L(G2.+P2.x~ 2 dx+ J.¡ 2 L.(G2.+P2.x) 2dx Q ( x ) = p 
2 
} E= 2 f ~ l ( ~ J .d X= 2 o E 1 2. 2 1 E 1 1 
aE ¡L Gz+P2.x dx + ¡ 2 L Gz+P2X dx 
a G 2. =. 6 2 = o ""X ~ 1 1 E 1 1 . 1 
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G2L PzL 2 G2L P2 2 .J_ 1 .L.2 1 
82=rrr + i1ET +Er + 'i'ET"· 3 L = -rr--<r 1)G2+rrr(r +3)Pz 
. 1 1 1 1 1 1 
G 2 2 p 2 3 G 2 2 P 2 3 L ·2 1 L 3 1 
d2• 2f-EI1 • L+ 3Xf11.L + '2E'T1',3L + m;7L = '2E'Tl'(t'"3)G2+'3'"E'i,(;::-+"7)P2 
[82] L [(a+l) dz • E'i7" f(a+3) 
L2 
-1 E 1 1 12 3(a+7) F = 
-e- X 
L2{a: 2+14a+1} -·j{a+ 3) 
L F=-E 1 1 
L .-~{a+ 3) 12 E 1 1 L2 ·-(a+?) 
= 
a+1 L3{a 2+14a+l} 3 L 
L2 
r<7>-+1) 
L 
--(3>-+1) 2 
2(a.+3) 
-i<3>-+ nl 
f-+ 1 1 
J 
Se considera la figura E2.4d. 
La matriz H es: 
"'- [ G J ÍG J f G 2LP J [1 2L1J f_1 __ Gp~l +H=[o1 2!...1 .. ] ·,HT=[zll s"= P~ -H [P~ = L-.2Pz 2 =-o L 
""f(a+ 3 
a.+ l 
ol 
1 1 
~ 
= 
- 28 -
-1 12A.EI 1 
-HF = 
L3{ x2+ 1 4>-+,} 
-l T 12A.EI 1 
-F H = 
L 3 ( A. 2 + 1 4+ 1 ) 
_ 1 T 12A.EI 1 
H F . H = !..3 (A. 2 + 1 4 A+ 1 ) 
2L2 
-r<>-+1) 
t<3>-+ 1) 
2 
ll..(>.+ 1) 
. 3 
: L . 
·-2(>-+3) 
2 
f-<>-+7) 
t< )..+ 3) 
--t<>-+3) 
-(A.+1.) 
~(3>-+1) 
-(A.+ 1) 
f(A.+ 3) 
)..+ 1 
2 2 
j-<>..+7) t<~+3) -4-<>..+ 1) 
12).. E 1 1 
·te>..+ 3) )..+1 t<3>..+1) 
K= 
- L3 (A. 2+ 14>..+ 1) · 2 L2 . 
f(3A.+ 1). 
·2 
3()..+1) t-<7A.+1) 
-~(/.,+3) -.(>..+ 1) -}( 3>..+ 1) 
4 (>..+7) 6(>..+3) 8 (>..+ 1) 
e L2 L 
6(>..+3) 12 (A.+ U 6(3)..+1) 
).. E 11 
L2 L3 L2 
8 (>..+1) 6(3>..+1) 4(7>..+1) 
>.. i+ 14A.+ 1 t L2 l2 
-6(>..+3) -12()..+1)-6(3)..~1) 
L2 L3 L2 
b) Ecuación diferencial. 
Se considera la figura E2.4e. 
-t(>..+3) 
-(A.+1) 
-~(3>-+1) 
A.+ 1 
-6(>..+3) 
L2 
-12(>..+1} 
L3 
-6(31-+1) 
L2 
12(1-+1) 
L3 
La ecuación diferencial de una viga recta a flexión 
es: 
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r- L ·.1· L 
-l 
1 T 2 t =-=:f 1 .. 
)( • 1 
1 x· 
F1g. E2 <t e 
con las condiciones de apoyo en x•O , x=L: 
- Cinemáticas: w ó ~~ son valores especificados. 
d 2w 
- Estáticas: -El ---
dx2 
d3w ó El ---son valores especificados. 
dx 3 
'E 1 = 1 
El = 2 
En este ca~o, se tiene: 
para el tramo 1-3 
par~ el tramo 3-2 
La solución general es: 
Las condiciones de continuidad 
esa sección: 
d2W .d.WA dWB d 2WA 
: 
·- B WA =WB; 'd")( == - dx 1 . E 1 1 :;7"' = El ----r; ' . 2 dx· 1 
Es decir: A1=B 1 ; A~=-B 2 ; ~A 3 =B 3 ;aA 4=-B 4 
1 
con a= r . 
en 3 impl ica.n, para 
d3W d3W 
- A B E 1 1 crx;-- =-E 1 ;;;r 2 
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Po r o t r a p a r te , 1· a s e o n d i e i o n e s e i n e m á t i e a s de b o r -
de son: 
x= L WA= w,= d2= d 
JwA 
e,= d 1 yt --= , 
' dx 
dw 
X ' 1= L; we= w = d4= d 
_JJ 
82= d3 2 y2 dx' = 
Resulta, entonces: 
Ld 1=-A 2-2A 3-3A4 
d2= A1+A2+A3+A4 
Ld 3=-A2+2aA 3 -3aA 4 
d4= A' 1-A 2+aA 3-aA 4 
o bi~n 1 en forma matricial: 
d= Gd.A 
Gd= ¡~ 
- o 
1 
con-!~:{L;1 , d2 , Ld 3 , d4} 
~ ={ A1 , A2 , A3 , A4} 
-1 
1 
-1 
-1 
y 
An~logamente, las condiciones est&ticas de borde se 
imponen como sigue: 
Obteniendose: P 1 
Es.decir: 
L P2 
p3 
L P4 
~, -[= __ i_p-.-~~ (E2.4b.) 
De (E2.4a.) se deduce: 
&a,.r= ~ 
y e n t r a n do en ( E 2 • 4 b • ) : E..= ~p • G d 1 • d 
1'1 o V 
o o 
o o 
o o 
-2 -6 
o -6 
2 -6 
o 6 
3 
x....--i 
3 2 
l--y· 
Fig. é2. 4 f 
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Es decir: a= K1 • d, 
- -
lnversi6n de ~d: Gd= O -1 -2 -3 
o 
- 1 2a. -3a. 
1 -1 a. -a. 
1 X X X X l X X X X 1-5a. 3(1-a.) 5-cx 3(a.-1) 
-(3a.+1) -2(a.+1) -(a.+ 3) 2(a.+1) 
Como es 1 a.=-
. A' resulta: 
r X X X X 
G d 1 =--A._2_ .... 
A2+14A+1 
X X X X 
A·5 3(A-1) 5A-1 3(1-A) = 
""'A X --x-: X 
_(3+A) -2(1+/..) _ (1+3A) 2(1+A) 
A A A X 
X X X X 
A 
=---- X X X X 
A-5 3(A-1) 5A-1 3(1-A) 
-(A+3) -~(A+l) - ( 3 A,- 1 ) 2(1+i\) 
Por lo tanto, multiplicando Gp.Gd 1 , se obtiene: 
- -
pl l 
-
LP2 +4(A+7) +6(A+3) +8(/..+i) -6(/..+3) Ld 1 /..E 11 6(/..+3) 12(/..+1) 
. 
·. 6(3/..+1) 
-12(/..+1) . d 
p3 = .. 2 
(/.. 2+14/..+l)L 2 +8 (/..+1) +6(3/..+1) +4(7.~+1) -6{3/..+1) Ld 3 LP.4 
-6(/..+3) -12(/..+1) -6(3/..+1) +12 (/..+1) d4 
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Queda, por tanto la matriz de rigidez: 
. 
+ 4(A+7) + 6(A+3) +8(A+1) -6(A+3) L L2 L L2 
6(A+3) 12(A+1) 6 (3A+1) -12(A+1) 
L2 ¡:3 L2 L3 
A E 1 1 +8(>.+1) +6 (3),+1) +4(7A+1) -6(3A+1) K= L L2 L L2 - 2 A +14A+1 
-6(A+3) -12(A+1) ... 6(3A+l) +12(A+1) 
L2 L3 L2 L3 
A = 
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C) Condensación estática. 
(1 1 
4E 1 6Ei 
-¡:- -L2 
6E 1 12EI 
-r L 7 
r 4E 1 -6E.I L' -----r· L 
Llli 12 E 1 L2 L3 
4 E 1 1 -6 E 11l 
-r L.2 
-6EI 1 .12 E 1 1 
-L2 t3 
11 3 
12 2 
1 
1 
-@ .,..---- @ 
Fig. E 2 4g 
A 
2E 1 
-L 
K12= 6EI 7 
(1<12)a 
(K22)a + (K11) b 
( K21 )b 
s, 
-6EI 
7 
-12EI K21= ~ L 
1) 
X 
2 E 1 6E 1 
- "2 L L 
-6E 1 -12E! 
--"2 L L3 
4 E 12 6EI 2 4L 2 -6L l 
-r- -r E 11 
12 J t + = L'3 -6L 6E1 2 12EI 2 
L2 L3 
82 
+ 
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6AL ~(1+A) L2 E 1 1 
12A =~ 6(A-1) L 
G(A.-1)LJ 
12(:\+1) 
1:!.1 2 L 2 {A 2 + 1 4 A+ 1 } ; A- 1 =---L-::----
12EI1 (A 2+14A.+1) [
12(:\+1) 
-6(A.-1) L 
-6(A.-.l)L J 
4(/..+1) L2 
L [12(:\+1) 
12(:\2+14:\+1) -6(A.-1)L 
-6(t..-1)L ]-! [ 2L 2 6L 
4 (A+ l ) L 2 L - 6L -1 2 J = 
[ 
12L 2 (5~\-1) 
-12L 3 (3A+1) 
1 44L A. 
-12L 2 (7A.+1) J 
12:\ ., 
B •A -1 (K ) _: L -
-1 21 a L(A2+14A.+1) 
L(SA.-1) 
[-L 2 (3/..+1) -L(7/..+1)J 
- 1 L [1 2 { A.+ 1 ) 
J!.2=A (K12)b= 
12(A. 2+14A.+1) - 6 (A.-1)L 
-6 (A. -1.) L ] [ 2L 2 
4 (A.+ 1 ) L 2 ~ 3 6L -6L] -12 = 
2 E 1 1 
[
-1 2L 2 (t..- 5) 
12L 3 (A.+3) 
2(/A+1)L3 
[3(11A+l)L 2 
-14 4L ] 
-12L 2 (A.+7) 
-3LJ L fl(SA.-1) 
-6 X . (A. 2+ 14A+ l) l-L 
2 (3:\+ 1) 
3(11A+1)L 2 ] 
6(13:\+l)L 
-12 ] 
-L (A+7) 
1 2 A. J 
-L(7A.+1) = 
2A E 1 1 
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- 3 1] [L ( 5- A) 
. A 2 
-6 L(A2+14A+1) L (A+3) 
[
-4(A+1)L3 
-3(3A+1)L2 
3.(A+3)L2 ] 
6(A+1)L 
-12 1 
-L(A+7~= 
3LJ 1 [ L(SA-1) 12A 1 
-6 -L2(A2+ 14 A+ 1) . -L
2 {3A+1) -L(7~+1~= 
=: . 2AEI·, 
L 4 (A 2+14~+1) 
[
-4(A+1)L 3 
3(A+3)L 2 
-3(3A+1)L 2 ] 
6(A+1)L 
e 4 = < K21) b • B =2AEIJ 
-2 3 
[L 2 
-3L 
3L J 
-6 
A [L (5-A) 
L(A2+14A+1) L2(A+3) 
2 [ 2(A+7)L
3 
-3(A+11)L 2 ] 
-
2A E 13 . 
-3(A+11)L 2 6(A+13)L 
L 4 (A 2+14A+1) 
2L 2 3L] (K,, >r= (K11)a -e = ~ [3L 6 - 2 E IJ • • 1 L3 L3(A 2 14A+1) 
[2(7A+l)L 2 3(11A+1)L1 4(A+7) 6 (A+3) 
... A E 1 l L ·3 
'• 3(11A+1)L L 6(13A+1) A2+14A+1 6(A+3) 12 (A+l) 
L2 L3 
B(A+l) -6(A+3) 
(K ) -=-e= AEI, L . 2 L 
12 T 2 A2+l 4A+ 1 6(3A+1) -12(A+1) 
-L2 L3 
8(A+l) 6(3A+1) 
(K21 )r=-C3= A E 1 l 
-L- L2 
_A 2+14A+1 
-6(A+3) -12(A+l) 
L"2 L 3 
-12 J 
= 
-L (A+7) 
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2 El 1 [2/.(t.+7)L
2 
L3(;>..2+l4/.+l) • -3/.(/.+ll)L 
E 1 1 
Es decir: 
4 (71.+1) 
L 
-6(3/.+1) 
L2 
4 (1.+7) 
L 
6().+3) 
L2 
8 (/.+1) 
e 
6(/.+3) 
L2 
12(/.+1) 
L3 
-12(/..+1) 
L3 
-3L] 
6L 
-3/.(/.+11)LJ 
6;>..(/.+13) 
-6(3/.+1) 
L2 
8().+1) 
L 
6 (3/.+1) 
L2 
4(71.+1) 
L 
12(/.+1) 
L3 
-6(1.+3) 
L2 
-12(/.+1) 
L3 
6(3/.+1) 
L2 
12(/.+1) 
L3 
~e 
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d) Método de los elementos finitos. 
t2 
'1 )3 d,= X d = 2 
fw1 x l 
d = 3 
d4= 
Fig. E2 4h Se toma L =2 L y 1 
bio X ;=r 
1 
d1 
W={cj> 4>2 cj> 3~ cj> ;} 
d2 
1 d3 
d4 
Las funciones 
cumplir: 
' cP,. cfl2 ~3 cj>4 
;=o 
;:;:1 
;·=o 
;=1 
Y quedan como sigue: 
o 1 o o 
o o o 1 
4>1 4>2 4>3 el> J. 
1 o o o 
o o 1 o 
cP = ;(1-;) 2.2L 1 
cP i. = 1 - 3 ;"2 + 2; 3 
2 
cj>3=-; (1-;).2!.. 
$4= 3;2-2~3 
!= 
4 
~ 2 { 2 L (- 4 ~ 6 ; ) , - 6 + 1 2 ; , 2 L ( - 2 + 6 ~ ) , 6 - 1 2 ; } 
e, -+ w 1 (o) 
d -+ w (O) y1 
62 -+ W 1 ( L) 
dy2-+ W(L) 
se rea 1 iza el ca m 
de forma han de 
- ~8 -
1 1 * B="2{ (-4+6t,:) L, -3+6t,:, (-2+6t,:) L, 3-6t,:}=
2
.L2 ! 
- 2L 
r:i;l (i;) dl;a1 1Jt l;di;+AI 1J}I;di;al 1 x'} +AI 1x ¡a i-(1+3A) 
1 2 1/2 2 1 2 1 7 . 11 . 1 0 t,: 1 ( t,: ) d t,: = ! 1 J 0 . t,: d ~+A l 1 1 1 t,: d t,: = 1 1 x_ 'i1f +A 1 1. IT = i1i" ( 1 + 7 A ) 
2 
de donde se obtiene: 
E 1 -* ..... 
K . , =-3 ! B • 1 ( t,:) B ·: d t,: IJ 2L o 1 J 
K13= ~~lf}(l+A)- 4(1+3A)+~(1+7A)}= ~~ 1 (A+1) 
K ={.§...LJ.. -!2(1+A)+42(1+3A).:.36(1+7A)}= -3EIJ (A+3) 
14 2L2 ... 6 22i' 8L2 
El 9 36 36 K 2 2 = . 9{ 2 ( 1 +A ) -~ ( 1 + 3 A ) + 21+ { 1 + 7 A ) } = .ll.!.J.. ( A+ 1 ) 
2L 4L 3 
K E 1. 2
1 { .?_Z ( 1 +A) -:-~ ( 1 + 3 A.) +~2 6 (1 + 7 A) } = 3 E 1 21 ( 3 A+ 1 ) 23 = 2L 0 "'t BL 
K24~ !1..J..{..:2.(1+A)+36(1+3A)-36(1+7A)}= -3EI, (A+1) 
2L3 2 8 IT l•LJ 
K3 3 = ft-1 {~ ( 1 +A ) -~ ( 1 + 3 A ) + * ( 1 + 7 .\ ) } = ftl-{ 7 A+ 1 } 
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E 1 3 E 1 
K 4 4 = --+{ ~ ( 1 +A ) - 3 ~ ( 1 + 3 A ) +~ ( 1 + 7 A ) } =---+ ( ;>.. + 1 ) 2L ... 4L 
Es decir: 
A+7 3(A+3) )..+1 -3()..+3) 
4T 8L 2 2T 8L 2 
3 (;>..+1) 3 (3)..+1) -3()..+1) 
4L 3 8L 2 4L 3 
K= El 1 7A+1 -3(3"-+1) s,i-,.¡, 
-¡¡-r- 8 L2 ~tr · '~o 
3(A+1) J 
4L 3 
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e) Comparación de resultados. 
Se va a prescindir del factor común E1 1 y de los 
valores L, L2 y L3 , comparando solamente los coeficientes 
numéricos. 
1..=1 
2 1 , 5 -1 , 5 2 1 , 5 -1 , 5 
1 , 5 1 '5 -1 , 5 1 '5 1 '5 -1 , 5 
2 
-1 '5 2 -1 '5 
. 1 ' 5 1 , 5 
K exacta K elementos finitos 
Exacta Elementos finitos 
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Se observa que_ para A=l l·a soluci6n exacta y la 
obtenida por el método de elementos finitos coinciden. A 
medida que A crece los resultados calculados por este se-
gundo método son más inexactos. 
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Ejer-cicio E2.5. 
Hallar la matriz de rfgidez de una barra recta de sec 
ci6n circular variable, con un radio R en el extremo 1 y r=AR 
e]·extremo 2, considerada. como un elemento de un em~arrillado 
plano. (No se consi.dera alabeo de la secci6n). 
-r 
R ~ 
_Ll ·--·~·--·---
r = :\ R 
--rc-r 
1 __ ..,  X • 
Fig. EZ. 5 a 
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En una sección generica x, se tiene: 
R = 
X 
R-r 
r+- x= L 
r{1+ k.!. x} 
L 
4 
= ~~ {1+().-1)x} 4 
X 
con x= 
L 
1 = - J • X 2 X 
La energTa de deformación ~s: 
2 ~ 
u=l¡Ltl_ dx+!L¡_ dx 
2 o E 1 o G.J 
/Bz,Mz 
2J~ 6 ;Mx 
dy, Qy . 
Fig. E 2 5 b 
Teniendo en cuenta la figura E2.5b. se tiene: 
M= QY(1-x)+M 2= (1-x,l)(~y) 
T= M 
X 
= 1 • M 
X 
z 
La aplicación dei teorema de Castigliano, permite 
escribir: 
e d y r = { 1 L eL- x > -l < 1 - x , 1 > d x 1 r ~Y} e2 .. o 1 El z 
e = {/L ~}M 
X · o GJ X 
Las integrales a resolver son: 
¡ 1 dx . _ 1 { 1 1 } 1= 1 < 1 A2+A+1 
o { 1 + (A -1) x} ij - A=T -3 ( 1 + (A -1 ) x) 3 O 3 (A- 1 ) 1 ->:3) = 3 A 3 
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1 ¡A.
1 
(u-11du = 1 {-_!_ +_l_}A.=A.3-3A.+2 =~ 
{A.-1) 2 u (A.-1) 2 2u 2 3~ 3 1 6A. 3 (A.-1) 2 6A. 3 
1 -2 - . ¡ x dx 
o { 1 + CA. - 1 ) x} 4 = 
Por lo tanto se tiene: 
rA.(u-1) 2 du 
J 4 . = 
1 u 
__ 1 ~{ -.!. + 1 
3 -2 (A. -1 ) u u· 
l =f L ( L-x) 2 2 ( -) 2 3 1 - 2 dx=!L L 1-x dx = 4L (1-x) dx 1 o E 1 X -::-r¡f . 4 
o E T{ 1 + < A - 1 > X"!~-~--E-1T-~ --o { 1 + < A - 1 > x} . 
l =fL ( L-x) 
2 o El 
X 
1 4L 3 
r 1=3Tx 4 
1T r E 
dx=JL ~(1-x) dx 
0 
E i 4 . { 1 + ( A - 1 ) x} 4 
1 = 3.l:!:.!. X 4L2 
2 6A.2 ~ 
L d L dx 4 L 1 dx 
'"1"3=!0 ~ =! --,..------ = f = 
E l x 0 . 4 E 'Ir r 4 0 { 1 + ( A - 1 ) x} 4 ET{ 1 + (A. -1 ) x} 
13= 
A 2+A.+ 1 4 L · 
3A.3 
X 
-¿¡-
E7T r 
.......... _ 
L dx A.2+A.+1 4L 14=!0 rr- = X :---Ir 
X 6A.3 G7Tr 
La. matriz de flexibilidad es: 
e A2+A.+1 1 o 
o l ~1 X x- "' 6A3 G L3 !l!.lx!:.2 ~!J. 1 d =; o nxr Qy y · GA2 E 7Tr L¿ e o 2A+1 A2-FA+1 LJ z 
--zx- x- M 6A E 3A3 E z 
y la matriz de rfgidez es inversa de la anterlor, obteni¡ndose: 
- 45 ;.. 
M 4 G 6A3 o ex 1Tr X =lf r A2+A+1 
Qy o E 4A(A 2+A+1) E 2A 2 (2A+1) d ~3 --
6: j L2 M o -E 2A 2 (2A+1)' I 4A3 z ~2 L 
La matriz de equilibrio es: 
[~ o ~l H= 1 L 
~ 
.Por 1 o tanto 1 a matriz de rigidez de 1 a pieza es: 
4 6G A3 ~22= 1Tr o o -¡¡- -L A2+A+1 
o ll_A (A 2+A 1) 
-lfA 2 (2A+ 1) . 
L3 L 
o -ll.A 2 (2A+1) !!_A3 
L2 L 
l.¡ 6G A3 o o T ~12=-!i 122= 1Tr =k21 -,¡- ---c 
A 2+ A+ 1 
o 
_!.§.A.( A 2+ A+ 1 ) 2E A2 (2A+1) 
L3 L2 
o 
-!f;.. (A+ 2) 2EA2 
. L 
L . 
HT= 
4 6G A3 o o k =H k 'IJ'r 
-,¡- - A2+A+1 ·-11 - -22 L 
o !fA ( A 2 + A+ 1.) ll,A (A+2) 
L L·2 . 
o !!.;.. (A+2) !!!.;.. 
L2 L 
6G · A.3 o o 6G A.3 o o 
L" A.2+A.+l --e- A.2+A.+l f. 
' 
o !!!_A. {A. 2 +A.+ 1 ) 2EA. {A.+2) o -llA. (A. 2+A.+ 1) ~A. 2 (2A.+l) 
l3 7 L3 L 
o 2EA (A.+2) 4É-A. o -!!A (A.+2) 2EA.2 ?" L L2 , .. 
K= [Kll Kl ~n 6G A3 \ 6G A3 
--r- A.2+A.+1 o o :T A2+A.+l o o 
K2t Kzz . l ~ ~ a-. 
o ¡ _4EA(A2+A+l) · 2 E { ) o 4 E A (A 2 +A.+ 1 ) ~qA. 2 (2A.+ 1) L3 . : ¡-LiA. A.+2 i? . L 
i 
o f ~A 2 (2A+ 1) 2EA.2 o -!!_A 2 ( 2 A+ 1) 4EA3 
L2 'L L2 r 
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Ejercicio E2.6. 
Deducir la matriz de rfgidez de la pieza recta de 
sección constante (E,I,A), plana, adoptando como elementos 
isost§tico~ las estructuras de la figura E2.6a. 
2 
1 
(11 12) 
Fig. E2. 6 a 
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Considerando los grados de 1 i.bertad del estado (1) 
de la figura E2.6a. las fuerza~ que actGan se representan en 
1 a f i g u ·r a E 2 • 6 b • 
1 2 __ 
A--_ --,,--o;A-, 
'-./Gz1 ~Gz2 
l• L ·1 
Fig.E 2 6b 
El equilibrio se puede plantear 
p 
x1 -1 o o Px2l 
1 1 
P·= p = o r r GzlJ ; H= y1 l 1 p 
y2 o . -- -- Gz2 L L 
La energía u de deforl'(lación 
formación por cortante)es: 
U =l. 1M 2 &_ + l. ! N 2 2J:.. 2 E 1 2 EA 
G +G 
U ___ l f( z2 zlx-G )2 dx 1 ¡ 2 dL 
- +- p -EA 2 . L z 1 E 1 2 x.2 
au . 
aP := 
x2 
(no 
E. 1 J A. 
como sigue: 
o o 
1 1 o 
-- --L L 
1 1 o r 'L 
se considera 
G _L_ L G 
zl 3EI 'bET3 z2 G +G x 2 
=-. 
-
1 { ::·2· Z 1 X } L 
-G • El JL2 .zlit' 0 
G L G . L 
- z1 biT+ z2 m 
la de 
Es decir au F aP = F~, con matriz de flexibilidad, cuya 
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expresión es: 
L o o 
'EA 
o l L 
-
-...-3EI bE 1 
.f= 
o· L L 
-biT m 
siendoiFI= L3 1 a inversa 
12 EA (E 1) 2 
es: 
-
L2 
12(E1) 2 o o EA o o 
-L 
o 
L2 L2 
o 4E 1 2E 1 
- 1 1 3EAE 1 GEIEA -1 
-¡:- -¡:-
.s =m ; F 
o 
L2 L2 
o 2 E 1 4E 1 GEIEA 3EAEJ. -r -r 
EA o o +g o o --L 
·"-
o 6 E 1 6 E 1 o 12EI 12EI 
-HF~l.., 7 7 -HF- 1HT= +--L3 L3 
o 6E 1 6EI o 
12EI +12EI • 
77 -7 -~ L 
Con esto, se obtiene la matriz ~' con el orden de 
l~s grados de 1 ibertad (elementos de los vectores ~y !) que 
se indican: 
J 
- so· -
p +EA o o EA o o d 
xl ¡:-
--
x1 L 
p o +llll 12E.l o 6E 1 6E 1 d yl L3 7 7 7 yl 
py2 o llll +lill o 6 E 1 6 E 1 d L3 L3· -7 -7 y2 
px2 
·EA o o EA o o d 
-r - x2 L 
G o 6EI 6E 1 o 4E 1 2EI 6z1 zl ~ -- - -¡:-L2 L. 
G 
z2 o 6E 1 6EI o 2E.I 4EI 6z2 zr -- -¡:- -L2 L 
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Apartado b) 
C o n s i de r a n do e 1 e s t a do ( 2 ) d e · ' a· f i g u r a E 2 • 6 a • s e 
tienen las fuerzas de la figura E2.6c: 
* S =-HS 
Fig. E 2. 6c 
El equilibrio es: 
o o o o 
=- o o H= o o 
o L o L 
La energía de deformación resulta: 
lL. · 2d lL 2 d U= w-f (G '>+ P 2x) ...!. + f P x L o z... y E 1 2 o x2 EA 
~ ·=!L dx L 
• P x2 P xz'EA' = EA' é)Px2 o 
2 a u 
... ¡L dx 1 x3 L L3 (Gz 2+P Y2 x)x X a'P'y2 - ... IT{ Gz2 - +P 2 J }o=m o El 2 y 
f= 
L 
'EA 
o 
o 
o 
L3 
m 
L2 
TIT 
o 
L2 Ls l 211 COI)Ifl= rr . 
12(E1) 2 
L 
-El 
L2 
p y2+2ET G z2 
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1:.4 
o p 
12(EI) 2 
o 
L2 L3 
--EAE 1 EA El 
o 
L3 L4 
- EA3EI 2EAE 1 
es decir: 
EA o o r 
o .12 E 1 6E 1 
-1 
-
--!Szz= L3 L2 - E. 
o 6E 1 4E 1 
-- -¡:-Lz 
o o EA o o 
-
HF- 1= -1 . 
L 
o 1 o F = o 12EI 6E 1 
o L ~ -7 
o 6 E 1 ZE 1 
·-r -L L 
·EA o o EA ¡:-
-
o o 
1 o o L 12 E 1 6 E 1 
HF- 1HT= o - -- 1 L. o 1 2 E'l 6E 1 '3 Lz o = 
--r 7 L o o 1 L 6EI 2E 1 o 
--z- -- o 6EI 4EI L L ~· -r 
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La matriz de rigidez tiene la siguiente expresión: 
EA o o EA o o ¡:- --L 
o 12 E 1 6 E 1 o 12EI 6 E 1 
~ 7 -~ 7 
o 
6E 1 • 4EI o 6 E 1 2 E 1 7 - -- -r-.L L2 
K= 
-
EA o o EA o o 
-- 'L L . 
o 12 E 1 6EI o 12 E 1 6 E 1 
--
-7 ~ --L3 L2 
' 
J o 6EI 2 E 1 o 6E 1 '4 E 1 ~ - -- -r-L L2 
donde K es 1 a relativa a 1 a . ... ecuac1on siguiente: 
p 
x1 ~ dxl 
p yl dyl 
G 
z1 =K e zl 
·p 
x2 d x2 
py2 d y2 
G 
z2 9z2 
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Ejercicio E2.7. 
Se conocen las caracteristicas siguientes de una 
barra 1-2 de la figura E2.7a. de un entramado plano. 
2 5 
3)F..,... _1 ________ Gi)_ 4 
t 2 
...... ~ .. ---- l. -----.4 
Fig. E2. 7a· 
Rigideces: R1 y R2 • 
Area constante: A. 
Coeficientes de transmisión:Y12 , Y21 • 
Se adopta como estructura b&sica la figura E2.7a~ corres 
pon d i e nt e a 1 o s g r a do s d e 1 i be r t a d ( 3 , 6 , 4 ) • 
Se pide: 
1.- Matriz de rigidez elemental K • 
...... 
2.- Matrices de equi 1 ibrio y cinem&ticas !1 1 y !:f 2 • 
3) Si se supone referida la barra a unos ejes generales 
que forman un &ngulo a, se pide la matriz de rigidez 
K1 (6 x 6). En estos nuevos ejes generales puede poner. 
se en la forma: K'= ~T ~ ~. Se pide la expresión ex-
plícita de-ª· 
4) Si la pieza est& articulada en un extremo o en los dos 
extremos, deducir las exprasiones de ! correspondien-
tes, adoptando siempre la expresión primitiva de ~· 
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1) Se considera la estructura básica de la figura E2.7b. 
Fig. E 2.7b . - Estructura básica 
La matriz de rigidez es la del sistema siguiente: 
p 
xl d xl l pl p yl H K HT -H K d yl d 1 
-·-- -- -p y2 d y2 
= = = 
=K 
Px2 
-K H T K dx2 
p2 G zl 8zi 
d2 
G 
z2 8 zz 
donde K ... 1 = F 
-
Ha.c i en do. d =0: 1 Pz=JS..dz es decir: Px2l a 1 b1 e 1 dx2 
Gzlj = a2 bz-· c2 e zl 
Gz2 a3 b3 c3 8z2 
Para ha 11 a r los coeficientes se dan valores par-
ticulares a d 2 •. 
1 
!!,2=1 o 1 + ·~ * ~ 
o Fig. E2.7c 
o 1 r ~ 
' 
~2= l 1 1 .,A "../ 
-
o 1 ... 
Fig. E2.ld 
o 1 'Yic=Y., R, ) !!.2 = 1 o 1 
1 ~2 •· 
F1g E 2. 7e 
~ +~
1 o 1 
1 R 1 • = 
1 Y12R1 
o 
Y12R1 =. 
1 R2 
1 b 1 = e 1 = a 2 • a 3:--~ 
1 a 1 o o 
11 ~ 1 1 b2=R1 o b2 c2 
o b3 c 3 11 O 1 
1 b 3=y 12 R 1 
1 
U1 
O'• 
al o o l : 1 1 e 2 =y 12 R f o b2 cz 
o b3 e 3 11 1 1 
1 c3=R2 
- 57 -
La Matriz elemental K es: 
EA o o L 
K= - 1 F = o R1 Y12R1 
o Y12R1 R2 
2) Se puede expresar el equilibrio siguiente: 
p =- p 
Gz2 l Px1 o o f: x2 xl x2 G 
pyl = ~+ -rt~ py1 o -1/L -1/L L = ~zl 
Gz1 G~2 J py2 o 1 1 l Gz2 p =--- r r y2 L 
Entonces las matrices de equilibrio y cinemática H1 y 
H =H= 
-1 -
. -1 
-HF = 
o 
o 
-1 
o 
o 
EA 
-¡:-
o 
o 
o 
1 
-r 
1 
r 
o 
1/L. 
-1/L 
o o o 
1 
--L H =HT= -2 - O -1/L -1/L 
O -1/L 1/L 1 
r 
o 
1/L. 
-1/L 
o 
EA ¡:-
o 
o 
R 1 ( 1 +y 1 2) 
L . 
-R 1 (1 +y 1 2) 
L 
o o 
= 
Y12R1 R2 
o 
R 2 ( 1 +y 21) 
L 
-R2(l+y21) 
L· 
-. 5.8· 
'"' 
EA o o o o 
-L 
HF- 1 HT= o 
-R1 (-t+y12) - R 2 ( 1 +-y 2 1 ) 
o 1 1 
-- r = 
-- -
L L L 
R1 R2 l 1 o ¡:-( l+y 12) r< 1+y21) o ·-- r L 
EA o o 
-L 
= o 
Rl (1+2y12)+R2 . _R1 (1+2y12)+R2 
L2 L2 
o 
R1 (1+2y12)+R2 R 1 ( 1 + 2y 1 2 ) + R 2 
L2 L2 
-EA o o l o o -L 
-F-lHT= o -R 1 -y12R1 o -1/L 1/L = 
o 
-y12R1 -R 2 o -1/L 1/L 
-EA o o 
-L 
= o 
R 1 ( 1 +y 1 2) - R 1 ( 1 +y 1 2) 
L L 
o 
R 2 ( 1 +y 21) -R2( 1+y21) 
L L 
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y 1 a matriz de rígidez K es: 
l 
EA o o EA o o L --L 
o 
Rl (1+2y12)+Rz R1 (1+2y 12 )+R 2 o 
R 1 ( l +y 1 2) R 2 ( 1 +y 21) 
2 L2 L L L . 
o 
Rl (1+2y12)+Rz R1 (1+2y12)+Rz 
o 
-Rl (1+y12) -R2( 1+y21)_ 
L2. L2 L L 
K= 
-EA o o EA o o 
'L ¡:-
e 
R 1 ( 1 +y 1 2) -R1 (1+y12) 
o R1 Y12R1 L L 
o 
R 2 ( l +y 21) - R 2 ( 1 +y 21) 
o Y12R1 R2 L L 
que corr.esponde a 1 a ecuación: 
p 
xl d xl 
p 
yl d yl 
py2 d y2 
Px2 K d x2 = 
G 
zl 8 z1 
Gz2 8 z2 
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3) Suponiendo el cambio de ejes definido en la figura 
E2.7f. se tiene: 
P' =P cosa.-P sena. 
x2 x2 y2 
y· 
G1 = G 
z2 z2 
P' =P cosa.-P sena. 
xl xl yl 
Fig. E 2. 7f -'Cambio de ejes 
d· =-d' sena.+d' cosa. yl xl yl 
pJ 
xl cosa. -sena. o o o o 
p 1 
yl sena. cosa. o o o ·o 
P' y2 = o o cosa. sena. o o 
P' 
x2 o o -senel cosa. o o 
G ' zl o o o o o 
G' z2 o o o o o 
p 
xl 
p yl 
p 
y2 
Px2 
G 
zl 
G 
z2 
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d 
xl o coscx sencx o o o d' 
x1 d yl 
-sencx coscx o o o o d 1 
d yl y2 o o coscx -sencx o o d' 
d o y2 = o sencx coscx o o x2 d' 
x2 e 
zl o o o o o e• 
z1 e 
z2 o o o o o e• 
z2 
coscx 
-sena o o o o 
sena cosa o o o o 
o o cosa sena o o 
BT== • o o 
-sena cosa o o 
o o o o o 
o o o o o 
4) Las nuevas fuerzas son función de las de la matriz 
fila ]t= (Px 1 Pyl Py 2 Px2 Gzl Gz 2 ). Para el caso articulado 
e n e 1 ex t re m o 1 ( G z 1 == O ) y e o n s i de r a n do . e j e s d e b a r r a s e t i e 
ne (ver figura E2.7g.): 
_ G,z1 Gz 2 -Gz1 -Y 1~1 G'\ 
Px1 -E ~::t------;G;.~w------tU:~r-r------t~:/ Pxz 
Py21 1 t 1 Py¡ 
-Gz1(l+ Y12 l 
L 
Fig. E2. 7 g 
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• 
p• = p 
x1 
pJ o o o o o P)d x1 ( l+y 12) xl l+y12 
P' = G p• o o o o p yl p 1- L z1 y1 L yl y ( 1 +y, 2) 1+y 12 p• = G pt o o o o p y2 p y2+ L z1 y2 L y2 
p• = px2 p• = o o o o O. Px2 x2 x2 
1 
G' = o G' o o o o o o G 
zl z1 z1 
G~z=-y12Gz1+Gz2 G' o o o o -y 12 G z2 z2 
o o o o o 
o o o 
l+y12 
o L 
o o o 
l+y 12 
o 
BT= 
L 
o o o o o 
o o o o o o 
o o o o 
-y12 1 
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Para el caso biart_iculado (Gzl== O y Gz 2= O) se 
tiene(ver figura E2.7h~): 
Fig. E2. 7h 
p• = 
xl 
p 
x1 
p• 
xl ·o o o o o· 
p 
xl 
p• = 1 1 p• o o o -1/L -1/L p yl p y 1 -LG z 1-LG z2 yl yl 
p• = 1 1 p• o o 1 o 1/L 1/L p y2 P y2+LG z 1 +rG z2 y2 y2 
p• = 
x2 Px2 
p• 
x2 
= o o o o o p x2 
G• = 
z 1 o G• zl o o o o o o G z1 
G• = Z2 o G• z2 o o o o o o G z2 
o o o o o 
o o o -1/L -1/L 
o o o 1/L 1/L 
BT= 
o o o 1 . o o 
o o o o o o 
o o o o o o 
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Eje re i e i o E2. 8. 
Determinar la matriz de rigidez de una pieza recta 
de secci6n constante, considerando la deformaci6n por cortan 
te, mediante: 
a) Teorema de Castigl iano. Soluci6n exacta. 
b) M~todo_de los elementos finitos. 
- e 1-' -------..;;:. ~ 1 ) --
Fis¡. E2 .. 8 a 
A, 1, A' son el área, inercia y área reducida de cor--
tante. 
E y G son los mGdulos de elasticidad y cortante. 
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a) Se adopta el sistema isostático básico que se indica 
en la figura E2.8b. 
Mz2 
,
ot-.. 1-x _______ 2~~ - Px, 
- L -----·~1 Y2 
Fig.E2.8 b 
Sea S= Px 2 matriz: e·n esfuerzos qu~. actúan en el nudo 2. 
' Los correspondientes movimientos en ese nud.o (defor 
-
maciones) son: 
e=~ as 
en donde U= .!..¡L M2 dx .!..¡L N2 2.+ .!..rL 2 ds 2 o rr+ 2 o En 2 o Q bA 
con M= Mz + p y2 . (L-x) 
N= p 
x2 • 
Q= (ex2' T p y2 y e= ey2' ee2) 
Entonces, llevando a cabo las integrales anteriores, 
se obtiene: 
e = y2 
e = 62 
a U L L L2 aH ·~¡ {M 2+P 2 • ( L-x) }=M 2 IT +Py 2 'ITT z 2 o z y · z 
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es decir 
F. s F= L o o ·e= con EA' 
o L3 L L2 jEl + bA' 2 E 1. 
o L2 L 
TIT TI 
S= -1 K!_. F e= 
EA o o con 
'L 
-1 
- '1 o L L 2 • 2 ·L2 K= F = Gt\1"" + TI'ET GAT + biT 
o -.1 
I!.+ L L2 2 L 4 L2 w+ m GA 1 + -3 E 1 
Para ca·l e u 1 a r H se tiene en cuenta la figura E2.8b. 
p 
x1 
p 
x2 ¡: o o p x2 * =-11 S = p y1 p =- o p y2. y2 
Mz 1 M z2 Lo L M z2 
o o o o 
!:!= o 1 o HT= o 1 L 
-
o L o o 1 
EA o o 
--L 
o -1 +1 
-HF- 1 ~ ~L L3 2 L 
2 
GA 1 + TiET GA 1 +bET 
- 1 
_!J..+ L 
o 2 L2 L 4 L2 GAT + biT GA 1 + -3' E 1 
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o o 
o -1 -1 
..L.+ L3 2 L2 
- w+ m 
-F-1HT GA
1 12 E 1 
=-
_!J.. + L 
o 2 L2 L 4 L2 
GA 1 + bTi w+ m J 
EA o o ¡:-
o 1 
L3 • 2 lLE- 1 J:!:r= L 2 L G"'A'i + i2'IT GA 1 + biT 
o !..!..+ L . 
2 L2 L 4 L2 
'G"AT + rrr --+ m GA' 
Luego, la matriz de rfgidez es: 
K = 11 
EA 
L 
o 
o 
EA 
--L 
o 
o 
o 
L L 3 
GA 1 + T'iET 
1 
2 L2 
GA 1 + m 
o 
-1 
L L:f 
GA 1 + 1TET 
2 L2 
GA 1 + bET 
o 
-z-· ---~----. -L·t-
GA 1 + bET 
El + L 
'L 4 L ;¿ 
GA 1 + 3IT 
o 
-1 
2 L2 
GA 1 + bET 
E 1 L 
-- + ··-··-··· 
L 4 L2 
GAT +m 
EA 
-r-
o 
o 
EA 
L 
o 
o 
o 
-1 
L L 3 
GA 1 + T2"ET 
-1 
2 L2 
GA 1 + biT 
o 
L L) 
GA 1 + 1TET 
-1 
2 L·2: 
'G'A'I + biT 
o 
1 
2 L2. 
GA 1 + bET 
E 1 L 
-- + ·-
L 4 L2 
GA 1 + )TI 
11 
~ 
():) 
o 
-1 
2 L2 
GA 1 + bET 
El L 
- + ········--L . 4 L 2 
'ff'AT'+ 3EI. 
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b) Método de los .elementos finitos. 
Conviene redefinir ei vector deformacim y las varia 
bles de campo, ya que ahora no es Qnicamente la flecha w, si-
no el ángulo de giro de la sección, e. 
b) Movimiento 
sin deformación 
e l Deformo.cton 
~~~...::.:;;:.-.. de. fiex ión 
\~w 
' , Cl -.ai:_ / 
• . 1 ..... -
..... \ ,..,. ..... 
Fig. E2. a e 
d l Deformación 
de co1tanw 
el Deformación de 
une rebanada 
de viga recta 
SegQn la figura 
E2.8c. se tiene: 
dw dX +a=e. 
con w flecha 
o. giro debido al 
cortante. 
e ángulo de giro 
total de la sección. 
Así, pues, en una sec 
ción genérica de una 
viga no son iguales e 
dw • . d y dx'. s 1 se .cons: era 
la deformación por --
cortante. El vector -
de campo es pues 
, e) r. u=\w, 
Las ecuaciones -
constitutivas son 
1 de 
M= IT dx 
1 
e= GA' o.. 
La energía 
de deformación de una 
barra es entonces: 
{E2.8a.} 
Se adoptan como 
funciones de forma pa 
-
ra un elemento las 1 i 
nea 1 es, ya que e 1 pro 
-
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Los grados de 1 ibertad del elemento de flexión se 
ven en la figura E2.8e. 
Siendo 
X N = 1--1 L 
wl Wz 
e,( t } )e, 
f-~~ 
Fig. E2.8 d.- Elemento de 
flexión 
y 
El vector deformación es: 
d8 
[ dx J e:= 
CL . 
y el correspondiente vector tensión cr es: 
[
M., 
g_= 8 J 
La relación deformación-desplazamientos, se obtiene 
a partir de la expresión: 
8 d e: = dx 
-
= L u 
-
w 
d 
-crx e 
Por 1 o tanto 
e: = {!1 
-
B d 
- 71 -
con d.={w., e.} vector de de.splazamientos 
-1 1 . 1 (inc5gnitas b~sicas) 
en el nudo l. 
B.= 
-· 
o 
d.N. 
1 
-crx 
dN. 
1 
CiX 
N . 
1 
La matriz el~stica del material ~' es 
D= diag.{EI, GA'} 
Por lo tanto la matriz de rigidez, es: 
k= f L B T D B d x. 
-- o - ........ 
No obstante, convien.~, por razones de estabi 1 idad 
nGmerica, separar las conttibucienes de las deformaciones por 
cortante y flexi5n en la matriz de rigidez. Por lo que si se 
~ust[tuyen las expresiones {~2.8b.} en {E2.8a.}, se obtiene 
(se supone secci5n constante): 
U= fL ~T e + 
GA' T er} { /~ N2 dx} [: -r{~·' N N2 -Nl ,xN1 -N N2 - 1 , X 1 1 X ,x 1 , X 
N N 
-N2,xN1 -N N2 2,x 2,x 2,x 
-N . N 1 -N N1 N2 N 1 N2 1 t X 2,x 1 
-N l,x N2 -N 2,x N2 N1N2 
N2 
2 
a N. [::] [::] con N . = 1 9= a"X""""t .y w= 1 1 X -
como ¡L N . 2 dx= 1 ¡L N. N . 
., 
r dx=-- i # j o 1 , X o 1 , X J 'X L 
/L N N . dx= 1 ¡L N N • d . 1 2 x=--o 1 , X 1 1 X o 2,x 1 2 
¡L N~ 1 ¡L dx= .b. dx= - N • N • 
o 1 3 o 1 J b 
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se deduce 
U= ll a T [ l -~] a + GA 1 {w T aT} -1 -.L/2 - Lf2 [~] 2 L- n·· - , -1 
-1 L/2 L/2 
L ' L -~ 2 -L2 
-- 2 J b 2 
L -L L2 L2 
-- 2 b 3 2 
La ·matriz de rígidez es; evidentemente: 
k2 -k -k 
L 
-k L k = E 1 k2~ GA
1 
2 2 con - y 'L 2 2 2 1 L 
-k -k k2 
·L 
k2 
L 
2 2 2 
L2 
2 
L2 k= 
-k L k2 
L k 1+k2 -k1+k2 2 'i"' 2 32 b2 
.;.k L k2 
L 
-k,+k2 L kl +k2 L 2 2 2 b r 
El problema fundamental con la consideraci5n del 
,cortante en la ·matriz de rigidez, es la posible inestabil i-
dad numérica que aparece. Si k es el canto de la viga, se 
h' denomina factor de aspecto al valor t· Las características 
·~. - 1 3-
mecan1cas de la viga son 1= T2 bh y A1 = k b h 1 (con k de-
pendiendo del tipo de secci6n) siendo b el ancho de la sec 
ci5n' (se supone, .la secci5n re~tangular. per()es_aplicable. 
a cualquier secci6n general). 
L2 
Para el valor k 1+k 2 ! = 
b ~: L 2 { k + rt ~: } :, 
h Se comprende que si el factor de aspecto L' es -
pequeño, en el elemento (caso normal de vigas delgadas), la 
contribuci6n de la flexi5n es despreciable, es decir ~<1 
y· con mayor motivo tr<.~) 2 <.<k·, y no puede ser recogida en e 1 
c~lculo con un computador que trabaja con un nOmero finito 
de cifras significativas. 
Existe la técnica de la integraci6n reducida, con 
objeto de obviar el problema anterior. Se utiliza, un solo 
punto de Gauss, para evaluar las integrales de contribuci5n 
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h del cortante, en los casos de vigas delgadas (t<<1). En otras 
situaciones, se calcula exactamente. 
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Ejercicio E2.9. 
Determinar la'~atriz de rfgidez de una viga de ton 
gttud infinita (viga semi-infinita) y secci6n constante Figu 
. -
ra E2.9., considerada como un elemento de emparrillado plano. 
Se supone que esta viga se encuentra inmersa en un medio 
el&stico, de m6dulo de balasto a desplazamientQs verticales 
C. k w} y a g i ro s d e t o r s i 6 n (k 6 ) • La s e a r a e t e r í s t i e a s e 1 a s t o - -
mecánicas de la barra son: El, GJ. 
No se considera la deformaci6n por cortante ni el 
alabeo ae la secci6n. 
Fig. E2.9a. -· V1ga infinita. Graáls ·de líbertaa 
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La ... de ecuac1on 1 a flexión es: 
4' 
e4= kw El d w o S i tiene 4' +k v1= liET se 
Por 
con 
dx w 
IV 4 
w + 46 w= o para 
Las condiciones de borde son: 
valores finitos de w 
= Q o 
X (o' oo) 
} para x= O 
para x= oo 
La solución del problema.anter·ior es: 
w(x)=(A cos6x+B senSx)e-Sx 
lo tanto 
[ :~ J = ¡_; o J [A] 
wo 1 B 
[:a· r [2 
.: l [A J w'' o B 
o 
'Wb= 1 1 'W• '= 1 'W• ,,_ 1 . 1 1 1 ~o -w'' y o - S! wo ' o . 62 o 
Eliminando I: J se tiene: 
[ ~~: '] 2 2 1 -1 4 = ~ l [ =~ J = [o . -2 J L, [_2 
o wo 
resulta por lo tanto: 
= 2EI 
La ecuación diferencial de la tersión es: 
S j k8 GJ-
JG~l 
o 
- 76 -· 
es decir 
con las condiciones de bord~ 
y GJ 2,i = T dx O para 
valores finitos de e para 
La solución es: 
e= A COSAX. 
Por lo tanto 
A=e o y GJ). A= T 0 
.Eliminando A, se obtiene la rígidez 
T 0 ~ GJ). e0 
La matriz de rígidez pedida, es por consiguiente~ 
e y = 4E113
2 2EII3 2 o d y 
Gz 2EI13
2 2 E 113 D e 
z 
G o o GJ). ex X 
4 kw 2 ke 
con ~ = '4Ti y A=- • GJ 
·NOTA.· 
x=O 
x=oo 
La matriz propuesta puede servir para modelar losas 
muy largas mediante el m~todo del emparrillado. En esa d~rec­
ción se puede aproximar los valores de B y A como sigue, ob--
tenidos al determinar el coeficiente de balasto,o relación 
carga/flecha, que al mov.imiento de la viga opone las vigas 
transversales del emparrillado: 
con L luz transversal de la losa 
b ancho de la viga infinita 
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f factor de la flecha producida por una carga unidad puntual 
aplicada en el arranque de la viga, es decir 
f= f ( P= 1 ) L 3 El 
Por ejemplo f= ~simplemente apoyada con carga en 
el centro de la luz. 
e d L a-1 L( 1 'b" o m o t a n t e o s e p u e e s u p o n e r t< ..., < ;' e n o s a s 1 a -
-1 L poyadas o empotradas) y S ~!(en voladizos), para el valor 
máximo de S. Ver figura E2.9b. 
empotramiento 
/// ¿/ ¿¿,/,/ ////// 
~'"" - ''-........ 
__ _._ __ a_ libre 
~"'max 
apoyos o empotramientos 
F ig. E 2. 9 b.- Jnterp~lación dei módulo de balasto 
Figura E2.9b. Interpolación del módulo de balasto 
2) ,..-~--
A= v'( 1+~)6bL 
siendo. b y L cantidades anteriormente definidas y e el coe-
ficiente adimensibnal del giro a producido por un momento -
• d d 1 • d 1 • d • - (M= 1 ) L un1 a ap 1ca o a a v1ga, es ec1r a= a· El • Por ejem-
- 1 ' p1o 8=--4 · en una viga simplemente apoyada con carga en el -2 
centro dé la luz. 
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Ejercicio E2.10. 
Resolver idéntico problema al 2.9., con~iderando la 
existencia de un m6dulo de balasto al giro ~ongitudinal k~. 
1 
Fig. é2. 10 a.- Viga infinita. Gradas de libertad 
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Se supone por lo tanto la actuación de las siguie~ 
tes cargas repartidas (se tiene en cuenta solo la flexión, -
ya que la torsión está desacoplada y se resuelve igual que en 
E2 • 9. ) : 
Fuerza vertical 
Momento· 
-k w 
w 
dw 
-k,,,y=- k,,,-'~" '~" dx 
Equ i 1 i br i o de una rebanada 
··d Q. 
dx + p= 0 
+.2!i + g+Q= o dx 
· -jdxr-
Fig. E2. 10b 
es decir 
es decir 
(ver figura E2.10b.): 
-
dm + Q k... dw 0 dx -.~<¡J Tx = 
Relación constitutiva es una rebanada 
2 El~= M 
dx 2 
Por lo tanto, se obtiene la ecuación diferencial 
general: 
d 2 2 (El ~) -~(k ~) +k w= O 
dx2 dx2 dx ~ dx w 
o bien en este caso 
4 d2w 
El ~-k ---2 +k w= O dx'+ 1/J dx w en x (0, 1). 
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w=w 
Con las condiciones cinem¡~icas (esenciales): 
dw . , 
dx = 'Po o 
y las condiciones estáticas (naturales):· 
para la sección origen x=O. Los valores anteriores deben de 
ser finitos para x==. 
Para la resolución de la ecuación diferencial, con 
viene distinguir tres casos: 
1) Debil amortiguamiento del balasto k~, es decir: 
k2 - 4EJ k <O. VI w 
2) Fuerte amortiguamiento del 
k2 
- 4E 1 k >O. tP w . 
3) Valor crítico del módu 1 o de 
2 4 E t k =O. klP - w 
Se estudia a continuación 
anteriores: 
1) Caso: k~"- 4EI k <O 
"' w 
k 
Se denomina s4= w y 
balasto kl/i, 
balasto kt/J, 
cada uno de 
cosa.= 
La ecuación diferencial resulta: 
4 2 d w 2 d w 4 ~ -28 cosa.--r +8 = O 
dx dx 
es decir: 
es decir: 
los casos 
k P._ 
. La ecuación caracterfstica tiene como rafees: 
t= ±S(cos~ ± isen~) 
De éstas, por la condición de solución finita en x=O, 
solo se considera la· correspondiente a la parte real nega-
tiva, es decir, la solución es: 
-rx 
w= e (c 1 cos sx + c2 sen sx) 
a 
con r= Bcos'i' 
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a s= asen-
.¡...> 2 
Las derivadas de w son (ver nota al final del 
ejercicio): 
e< 1>=-(e 1 1 
a 
cos2 - e2 sen!) B e (1)=- (e 2 1 
e (2) (e 1 2 e(2)= (e 1 cosa - e2 sena) S 1 = 2 
c< 3 >=-(e "a sen~)B 3 c<z),..=(e cos-' 2- c2 1 1 3 1 
w(n)= e-rx{ein) cos sx + e ( n) 2 sen sx} n= o, 
Las condiciones en el borde x=O, son: 
\'1 o= e 1 
1 M o• El{-e 1 ;z 
a 
sen-2 
cosa + e2 sena} 
a 
cos2 + e2 
cosa + e2 
e os~+ c2 
1 , 2., 3 • 
sen~) S 
sena)B 2 
3 ) 3 senza (3 
1 Q0=-EI{ e, cosía- e2 senÍCX} + 2E 1 cosa{e, 
a 
e2 se ni} ;3 e os.- -2 
es decir, en f o r m a m a t r i e i a 1 : 
d = ~:: J = [-c:s~ s:n~J [e, J = • G e -d c2 . 2 
1 
• El cos~- -sen~] e, G e e. = -3QO = B -p 
1 -cosa sena e2 
- Mo ¡32 
Eliminando e se obtiene: 
G G-1 -d p= p d 
siendo 
..e.= 
a. 
[ cosr 
-cosa. 
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a. a. 
sen2 J [ sen2 
senot cos~ 2 
La matriz de rigidez es k: 
El 3 a. a2 
[ Qü J = [za cos2 2Scos~] a2 M o 
o 2cos~] 
k d [ wo J = 
VJo 
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2) Caso k:-4EI k >O 
'1' w • 
4 kw Si se denominaS= ET y kljJ eh~= 2 , la ecua 2S El 
ci6n "diferencial se convierte en: 
Las raíces de la ecuaci6n característica son: 
Por la condici6n de valor finito en x=oo, solo se co~ 
sideran las dos raíces negativas. La soluci6n general es en--
tonces: 
e t 1 B X . C ·t B x w= 1 e + 2 e 2 
con t 1 =(Ch~+Sh~) 112 y t = 2 (Ch~-Sh~) 112 • 
La derivada n-sima, es: 
Las condiciones de borde son: 
o en forma matricial 
w = 1 1 e · = G e [ l: 1· [_ t -t ] [e: 1 -o 
S o 1 2 
.e.= .!.!lo =E 1 2 2 e~ G e t1t2 t1t2 = s3 -p 
1 
-t2 -t2 c2 -2M O 1 2 S 
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Eliminando C se deduce 
G -1 -d 
.e.= -p ~ 
con 
La matriz de rigidez es, considerando que t 1+t 2= 2Ch~: 
.e.= 
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2 3) Caso crítico k -4EI k =O 
'lJ! \>J 
La ecuación diferencial es: 
siendo S~ kw IT y 
Las r a í e es (do b 1 es ) de 1 a e e u a e i ó n e a r a'c ter í s t i e a son : 
t= tf3 
Solo se considera t=-S, por la condición de valores fi 
nitos en x=~ • la solución general es: 
( ) -Sx w= c1sx+C 2 e 
La derivada n-sima de esta ecuaci·ón se obtiene, según 
se indica en la nota final de este ejercicio: 
con 
e< n ) = ( -S ) n e 
1 1 
c(n)= n(-S)n- 1 s~ +(-S)nc =(-S)nc =(-S)n{-nc +C } 2 1 2 2 1 2 
Es decir 
c<o)= e 
1 1 
C(1)=-SC 1 1 , 
c(2)= o2c 1 ¡...> 1 , . 
c< 3)=-s 3c 1 . 1 , 
Las condicones de borde, producen los resultados: 
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1 E1{2e 1-e 2} -M = 62 o 
1 El{3e -e }-2EI{e -e }: El{e 1+e 2} - Q = 63 o 1 2 1 2 
En forma matricial 
d= wo = [: _:] [ :: l = ~ e !'a 
1 
.e.= 
-3 Qo =E 1 e 1 = G e 
S """!p 
1 2 -1 e2 -2M O 
e 
Por lo tanto 
a= G -1 d ~ -p 
con 
G -1 El [~ 
- ~ J [ ~ ~ J = El [~ -p Gd. = : J 
La matriz de rigidez es 
.e. = [Qo J = El [2:: ez J ( wo 1 = k d 2S M o $0 
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Notas al ejercicio: 
a) Derivada n-sima de la función: 
ax { w= e· y ces bx+ e 2 sen b x} 
luego la derivada n-sima es: 
(a+bi)x 
e = e 1 p n (e os n w+ i sen n w) (e os b x+ i sen b x) e a?< 
luego 
. 
w(n= eax(e(n)cos bx+e(n)sen bx) 
1 2 
con ' 
( n) · 1 n 
e 1 =(e 1cos nw+e 2 sen nw)p 
. e~n)=(-c 1 sen nW+C 2cos nw)pn 
2 2 1 p=(a +b )"2 
b W=arctg- • 
a 
b) Derivada n-sima de la función 
y=C xeax 
1 
Se considera y=· a! {c 1eax}. La derivada n-sima es 
n . ( ) a {a ( ax 1 a n ax n-1 n , ax} y n =........_ ~ e e } =-( e a e ) =e { (na +a x L e ax" aa 1 aa 1 1 
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Ejercicio EZ.ll. 
Resolver el ejercicio 2.9 mediante el m~todo de los 
elementos finitos. Adoptar como funciones de forma funciones 
del tipo (ax+b )e-A.x. 
. 3 
Fig. 1:2 11 a - Viga mfimta: Grados de liberrad 
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Energía potencial total en flexíón es: 
2 1 00 d w 2 1 00 2 V(w)=2r El (--z) dx+-2r k w dx+(w0 ,w0 ) (Qo) o dx o w M 
Por otra parte w=(a 
x=O w=w 0 
b=w 0 
o 
-J..x 
x+b)e , debe satisfacer 
dw CiX =w0 , es decir 
a -·J..b= 1J10 
Por lo tanto ) -Ax w={ (A x+ 1 e , -J..x} x e = N d 
La relación deformación-desplazamiento es: 
e:= B d 
con e:= 
d2w 
dx2 
La matriz de rTgidez es de dimensión (2 x 2) y su 
ex p r e s i ó n e s :· 
Las integrales se ~alculan elemento a elemento, Pa-
ra ello, se realizan los cálculos previos siguientes: 
roo ':'2Axd 1 De X"'fi y por derivación sucesiva, se deduce: 
roo -2J..xd 1 e x=-
o 4;.. 2 
roo 2 -2Axd 1 x e x=-
o 4;.. 3 
Entonces: 
- 90 -
134= 
k 
Por lo tanto S i denomina w tiene: se TI se 
k= E 1 1 A 3 + sa
4 A.2 a4 
1i" ""U r+ 2A2 
A2 134 5 A + 134 r+ 
-;z 4 4A.3 
El valor de A puede ser arbitrario. Para cada uno 
de ellos se obtiene una matriz de ríg~dez m~s o menos aprox! 
mada. Si se adopta A. de modo que k ten~a mínima la traza se 
obtiene, A.=S. 
k= E 1 
La matriz de rigidez, m~s adecuada, es entonces: 
Si 
3 (33 2 
2 (3 
se adopta 
313 
2 
la misma definici5n de a que en el 
ejercicio 2. 9. , es decir S= t~l , 1 a matriz de rigidez an-
terior se convierte en la siguiente: 
k= El ~Yz 133 26 2] = El [4,2436 3 26 2 ] 2S 2 3 t;"s 213 2 2,121(3 
que se acerca a la soluci5n exacta k= El [463 26
2
] 
213 2 213 
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Ejercicio E2.12. 
Determinar las 1eacciones· de empotramiento rígido 
para una carga horizontal uniformemente repartida de valor 
p, del elemento representado en la figura E2.12a. suponien-
do forma parte de una celosía. 
Se utilizará: 
a) Método general energético. Teorema segundo de Cas--
tigliano. 
b) Ecuación diferencial. 
e) Elementos finitos. 
kA 
~---------._A 
-
-
• X 
L 
Fig.E2. 12a 
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a) Método general, 
La matriz de rígidez exacta, calculada en el ejer· 
cicio 2.1 es: 
k= EA (k -1 ) 
- L 1 n k 
El desplazamiento en la estructura b&sica se deteL 
mina según el teorema de Castigliano. (Figura E2.12b.) .• 
p 
~----~ 
Fig. E 2. 1b 
con N0= p(L-x) 
N 1= 1 
A = A (k+ 1 f x) .Y 
e = o 
f..b¡ L ( 1 - t) d n 
·EA o k+(l-k)t 
S Í X t=~, se puede poner: 
Las reacciones de empotramiento rTgido son: 
[::] -
es decir: 
·"' l+ EA(k-1) p,=-p L ln k 
" EA (k -1 ) p =-2 L ln k. 
Se comprueba que p1 + p2 = pl. 
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b) La ecuación diferencial es: 
_2. ( EA ..!iLY) = dx dx P en x {o, 1) 
n=O para x=O y 
La solución de la ecuación, es directa: 
EA . d u e L Tx • px+ 1 P • {2.12a} 
d px+e]p L.F 1-k 
k 
P.J:.2 1 e1 - 1-k } 
- dx= EA {1-k + k+(l-k)~ d~ 
EA (k+-Lx) 
es decir 
oL 2 ~ • k 1 
n= !t l-k *(e 1-r=k)l-k ln{k+(l-k)~} 
1 
1 
1 
Las condiciones de contorno conducen a: 
O= (C - k ).!.!!l +e 1 1-k 1-k 2 
1 O=-+ k-1 
L 1 • ... e 1 a so uc1on es 2=~ y 
1 k e=---l lnk k-1 
x=L. 
La ecu.ación {2.12a.} ·permite calcular las reaccio 
nes de empotramiento: 
EA d !JI - { 1 dx x=O- PL 1 nk 
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e) Método de los elementos finitos. 
Según P.l ejercicio 2.1., se tienen las funciones de 
forma: 
N "" 1 
X 1--L y 
X N =-2 L 
y las reacciones de empotramtento son, simplemente: 
L.T 1 L S =-!~ p dx=-pLI (1-~)d~=-p­
. 1 o 1 o 2 
Que son independientes de la variaci5n de la secci5n. 
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Ejercicio E2.13. 
f- L ·1· L 
-l 
\j ¡2 r2 -='A 1¡ 12 
Fig.E 2. 73 a 
Hallar las reacciones de empotramiento rígido, en 
la viga de la figura E2.13a. para los casos de carga de la 
figura E2.13b. 
p=lt/m. 
I 1 ·11 1 1 1 1 1 1 11 n 
~----------------------~2 
a} 
F1g. E2 13 b 
p=lmxt 
m 
------------------~2 
b} 
Se utilizarán los procedimientos siguientes: 
a) Condensación estática. 
b) Método de los elementos finitos. 
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a) CON DEN SAC 1 ON ESTATICA, 
e 3 f.., k11 k12• k13 .2., "' .e., 
f..z - k21 k22 k23 d " . 1 A Fig. E 2.13 e 
-2- + E.z P=k d + e 
' 
p 
-3 
A .J. 1'"= 1 
~2= 
--
---
k31 k32 k33 .2.3 "' e..3 
Pero se cumple que d =d =O 
-1 ... 2. --
Luego: 
"' -1 
.e..,-k13'k33 
"' . -1 
E.z- k23 • k33 
"' l .e.3 " .e..3 p=1 t /m ¡L~ e~ ll 1 1 u 1111 1 ) g 
1~ ~ tl ~ t~ 
Fig. E2.13.d 
') 
Teniendo en cuenta el apartado e) del ejercicio2.4., 
resu.lta .. (Figura E2,13d.). 
k13=(kl2)a k23=(k21)b k33=(k22)a + 
2 E 11 1 
L3 
[
2L 
2 
-3LJ +~ [2AJ., 2 +3ALJ 
-3L 6 L· 3AL 6A 
[
2L 2 (1+A) 3L(A-:-1)] 
3L(A-l) 6(A+1) 
= 
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2 
-3 L 
r(Á+l) -3L(Á-1)] L 
X 
6EI 1 (~ 2+14Á+1)-3L(Á-1) 3L -·6 2L2 (!c+1) 
6L. 2 (Sic-1) -3L 2 (31c+1) 
36~1c -3L2 (7!c+1) 
[
L
2 
3L] 
-3L -6 [
6 (lc+1) -3L (A-l) ] 
~3L(Ic-1) 2L 2 (!c+1) 
-36L 
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1~ Caso: Carga unidad. 
1 
6L2 (5A-1) ... 3 L3 (3Á+ 1 ) 
n = 26 LA -3L2 (7A+1) 
-3 L4 (3A+1) 
3 L2 ( A 2 + 1 4 A+ 1 ) -JJ(7A+l) 
= 
-36 L 
-L2 
-.L2 (3A+1) 
.L2 A2+50A+13 
-X 
A2+14A+l-12 P*= 12 ~r= 1 A2+28A+3 1 L 
A2+14Á+l) -L(7A+1) L 2 X A 2+1 4-A+ 1 ";) 
... 
2 
[ t
2 (A+3)] L2 13Á2+50A+1 :.L 
-- -rr x 12 A2+14A+1 A . P''(= p*= ' 2 A2+14A+l - L(A+7) 2 L 
, L' 3Á 2+28A+ 1 
-r 
-X 2 A2+t4Á+l 
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Comprobación: 
Equilibrio fuerzas verticales: 
L 
-X 2 
Equilibrio de momentos: 
13A2+50A+1 +2 L2-L2 3A~+28).+1 = 
A2+14A+1 A2+14A+l 
13A 2+50A+1+24A 2+336A+~4-36A 2 ·336A-12 
A. 2+14A+1 
1 
M_, e~ 
Qlt 
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22 CASO: MOMENTO UNIDAD. 
p =1m x t/m 
1 3 2 1)))) t)) ))_f 
Fig. E2. 13e 
Para obtener las reacciones de empotramiento rígi-
do debidas a un momento unidad uniformemente repartido se de 
rivan las de la carga vertical unidad situada en un punto g~ 
nérico y se integra"el resultado a lo largo de toda la viga. 
X t 
l 
· Fig.E2.73f 
M1=-x(1-T:)
2 
2 
Q =-{1-~~(3-2~)} 
1 L2 L 
1 ~ )~2 M,( 1 
1°2 of ' 1 
X 
... 
:j 
Fig.E2.13g 
4 3x 2 M =-{1-2. + -} 
1 · L L 2 
~( 1- ~) 
. L 2 L 
~)~ 
t 0 2 
2 
M=~ (1-!.) 
Derivando cada 
~reacción respecto 
de x, resulta: x( 3x) {E2.13a.} 2 L L 
Integrando los resultados 
la luz L, se deduce (figura E2.13h.); 
M = - 2--2 L L 
-6x x Q = -( 1--) 
2 L2 L 
a lo largo de toda 
- 1 o 1 -
Fig. ~2.13h 
~ L 4x 3x 2 2 t1 -=-! {1-- + - )dx=-{L--1 o L L2 L 
~ L 6x 6x 2 6 L 2 Q1= ! (-z- -y )dx=-r{~ 0 L L L 
A L 6 6 2 Q =-f X X d 1 2 O. L2 - ~ x=-
2 2 
M2= rL(~- 3x )dx=!h 
, o L L 2 2L 
Queda por lo tanto lo indicado 
en la figura.E2.13i. 
' ~ 
Se observa que 
p =O 3 
L A..J.-A uego P1=P 1 
Fig. E2 13 ·· 
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b) METODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS. 
Teniendo en cuenta las funciones de forma definidas 
en el ejercicio 2.4. (apartado d), resultan las siguientes 
fuerzas consistentes en los nudos: 
Caso de 
A 
- t1 
,..l 
-Q 
,..1 
-M 
,..2 
-Q 2 
p=l 
L T 
.=! cj>.b dx 
o - -
p=2L!L T !E_ (-1)d~=-2L 
o 
Caso de m=l 
p=2L/ 1 cj>'T.1.d~=2L 
- o-
! 1 ~(1-~) 2 .2L d~ 
o 
1 (1-3~ 2 +2~ 3 )d~ ! 
o 
1 
-! ~ 2 (1-~).2L.: d~ 
o 
/1 (3~2-2~3)d~ 
o 
1 (1-4~+3~ 2 )2L ! d~ 
o 
/
1 (-6~+6~2 )d~ 
o 
/
1 (2~-3~ 2 ) .2L o 
-
d~ 
1 (6~-6~ 2 )d~ ! 
o 
1 L2 
b --3 
1 
2 -L 
=-2L L2 L 
-b 3 
L 
-L 
-b 
_ro¡-- o 
-1 -2L 
.. 2L o o = 
2L 
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Ejercicio E2.14. 
O e t e r 01 i n a r 1 a s e a r g a s e q u i va 1 e n t e s ( s o 1 u e i ó n i n i e i a 1 ) 
de la barra cónica de la figura E2.14a. sometida la torsión 
pura. 
2 
Fig. é2 14 o 
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La ecuación diferencial es: 
con K-=GJ módulo de torsión 
1 
y las condiciones de borde 8=0 para x=O y x= 1 • 
El problema constituye un ejemplo de determinación 
de la función de Creen (o línea de influencia). Se utiliza 
un procedimiento típico de cálculo. 
K G1T{ +R-r }4 =-r-x = T 2 L con 
Integrando la ecuación diferencial resulta: 
K ~ =C T dx 1 
Por lo tanto 
8=-
2C 1L 1 1 
c2 -4 (X-1) {1+().-1)~} 3 + 3G1Tr 
Para ~=O 8=- 3.E.J.1. 1 +C =O 
6G1rr 4 ··r:r 2 
luego ZC L 
8= 1. • { 1- {1+(~-1)~}3·} 4 para 3G1Tr {).-1) 
X ~=­L y 
' R 1\=-
r 
Análogamente adoptando los ejes de la figura E2.14b., 
se tiene: 
8= 4 1 3G'lTR (--1) A 
{1- ,, ,-3 }. 
{1+<r-,>~} 
para x' ·~'= r 
-.105-
-
- Gx 
~ ---·---·------~-
1'-
)( X~ 2 
a --..¡.f---- b 
L 
F1g. E2.14 b 
En el punto x=a, se cumple el .equi 1 ibrio: 
KT ~ 1 + K .2,! 1 =- G dx a Tdx 1 b x 
es decir e• + e =-G 1 1 X {E12.14a.} 
Adem¡s se debe satisfacer la compatibilidad o bien e= e • 
a b 
. e 1 1 - . 1 
{ 1 + ( ~.. - 1 ) a} 3 
r• 
. " 1 { 1 - 1 -X 1- } 3} , { E2. 1 4 b. } 
{1+ -x- b 4 r (A.-1) 
La solución de las ecuaciones {E2.14a.} y {E2.14b.} 
es: 
e•=-{1- 1 } { 1 }- 1 G 
1 (at..+ 'b) 3 1 --;:_-3 . x 
1..3 
e = 1- 3 -1 1 { (- -)3}{1.. -1} G aA.+b x 
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Los momentos de empotramiento rTgido (soluci6n 
inicial) son: 
3 
0.3-1}-1 t1T1= {1- A } G (al.+ 'b) 3 X 
{ 1 - 1 } 1 MT2= {1--} G 
CaJ.+'b) 3 1.3 X 
Si J.-+-1, resultan expresiones indeterminadas. Sin embargo, 
desarrollando en serie d• J.-1 o bien por L 1 H8pita1 se obtie 
ne: 
y 
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Ejercicio E2.15. 
Determinar la matriz de rígidez de la barra curv~ 
de la figura E2.15a. cuya directriz es parabólica de segundo 
grado, suponiendo que forma parte de una estructura celosía 
plana. 
No se considera deformación por cortante. A es el 
~ 
total de 1 a . ~ 1 inercia flexión. Se are a secc1on e su a supone 
que se cumple en cualquier sección de 1 a barra: A Ao, -= cosa 
1 1 cosa= lo con A o e 'o constantes. 
f 
h ¡ 
L 
Fig E 2 75 a 
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La ecuaci6n de la directriz es 
Se utilizará la técnica de la matriz de flexib.ilidad para 
obtener la rigidez de la barra. La fuerza ~ctuante en la 
barra isostática es S y su deformaci6n eficaz e. 
Fig. E2.15 b 
La energTa de deformación de la barra sustentada 
tomo se indica en la figura E2.15b., es: 
2 
U= l¡L ~ + l ¡L N2 ~ =l¡L {S y) i_E·~I + l ¡L (S cosa) 2 
2 o El ·2 o EA 2 o 2 o EA d~ 
Con. L la longitud del arco. 
Por el segundo teorema de Castigl iano, se puede 
escribir 
a u 
e=-= aH .2,l + ¡L E 1 o 
2 
cos a 
EA 
con dx=d~ cosa, la ecuación anterior se transforma en la si-
guiente: 
e =s{....!. ¡'- 2 1 ¡L dx} E 1 
0 
o y dx+E'A0 o 
es decir: 
.., 
. . 8h... 1 
e=L{,_--SEI +EA }S= F.S 
o o 
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La matriz de equi 1 ibrio es H=(1), con lo que la ma 
triz de rígidez resulta: 
K= [ HkH ~ 
-kH 
Fe r 1 o t a n t o : 
K= E 
-Hk J 
k 
( 1 
-1 
-1 
con k=F 
- 11 o -
Ejercicio E2.16. 
Determinar la matriz de rigidez del elemento barra 
(Figura E2.16a.), sometida a torsión no uniforme, consideran 
do la coacción de alabeo. 
GJ módulo de torsión de St. Venant. 
El módulo de torsión por alabeo. 
w 
me. 
Fig. E 2. J6 a - ~rados de libertad de 1a barra a tors1ón 
no uniforme 
Grados de libertad de la barra a torsión no unifor 
- 1 , 1 -
Se sabe que M = GJ ~ 1 -EI 9' 1 '= MST + Mw 
X W X X 
con M momento torsional total 
X 
ST torsional de St, Venant GJ~' M momento = 
X 
t1w momento torsional de alabeo =-El ~··• X . w 
La ecuación diferencial general (sección constan-
te) es: 
IV GJ9' '-El <P =m W X 
La matriz de rigidez se obtiene, de la ecuación ho 
mogénea. La solución general (complementaria) de la ecuación: 
es: 
d= 
E.= 
GJ~''-EI ~IV=O 
w 
Las ecuaciones de borde son: 
cinemáticas 
estáticas 
~, 8= ~ 
+GJ~'=MST -El = Mw 
X·' W X 
En los extremos x=O y 
~, = o o 
e, p o p o 
~2 S e pl 
ez pe ps p o 
M 
X 1 · = -GJ 9 o 
M 2 o o 
w1 p E lw 
M 
x2 cGJ sGJ o 
M 2 2 o 
· w2 -p e 1 lw -p sE lw 
con p=~ 
x=L. 
Al = ~d A 
Az 
A3 
A4 
-
All o = G A -p 
o A2 
o A3 
o A4 
- 1 1 2 -
siendo s=senpl y c=cospl. 
Por 1 o t a n t o .e.= ~ ~ con k= G G-1 
-p -d 
E 1 resultado final es 
k= [ ~11 ~12] 
1.21 k -22 
siendo 
~1 1 = 1 r-ps -(c-1) J "F. l-(c-1) l(s-pLc) p 
k12=~~ 1 1 [ ps ~(c-1)] = A c-1 -( p- S) p 
1.22= 
1 [-ps c-1 J 
A . 1 c-1 -(S-pLc) p 
A GJ 
-2(c-i)-pLs 
-ps -(c-1) ps -(c-1) 
-(c-1) 1 1 1 -(s-pLc) e -1 -(p-s) K= A 
p p 
ps e -1 -ps c-1 
-(c-1) 1 1 -(p- S) c-1 -(s-pLc) p p 
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Ejercicio E2.17. 
Determinar las funciones de forma del elemento mo-
nodimensional c1 (viga recta a flexión) considerando: 
a) dos nudos (figura E2.17a.). 
b) tres nudos (figura E2.17b.). 
o 
Fig. E2. 17 a 
o 2 
1 ~-----
~,:+L/2-i 
Fig. E2. 17 b 
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a) Los grados de 1 ibertad en cada nudo son en términos de des 
plazamientos: la flecha o función (w) y la derivada de dicha 
fun-ción o giro (ddw) particularizadas en el nudo. 
. X 
Se tiene: 
w(x)=(N
1
, N2 , N3
, N4 ) w0 
S i'endo 
con 
w.= 
1 
X =O o 
w (x) 1 x=x. 
1 
e o 
e , 
y e.= ~(x) 1 
1 dx x=x¡ 
(i=O,l) 
y 
Se comprende que N1=N 1 (x) tiene que cumplir las 
condiciones: 
N1 (x 1 )=1 N2 (x 1 )=0 N3 (x 1 )=0 N4 (x 1 )=0 
dN 1 d N2 dN 3 dN 4 
-1 =o ~~x=x =l -1 =O -1 =O dx x=x dx x=x dx x=x 0 o o o 
N1 (~ 2 )=0 N2 (x 2 )=0 N3 (x 2 )=1 N4 (x 2 )=0 
dN 1 dN 2 dN 3 . dN 4 
-1 =O -1 =O -1 =O -1 =1 dx x=x dx x=x 1 dx x=x 1 dx x=x 1 1 
que permiten determinar las funciones de forma· N. (x) supo-
1 
niendo que son funciones·polinómicas cúbicas, es decir 
(i=1,2,3,4) 
Resulta: 
N = 1 1-3~ 2 +2~ 3 N = 2 L(1-2~+~ 2 )~ 
N = 3t;2-2t;3 Nl¡= L(t;-1)~ X 3 con~='[ 
Estas funciones de forma constituyen las funciones 
viga o polinomios hermíticos.Estos polinomios se _definen del 
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siguiente modo: (para m=1,2,3, ... n): 
es un polinomio de orden 2n-1, que toma el valor 
dkH 
=1 
---¡( 
dx 
para k=m y x=x·. 
1 
d KH 
-dx K 
=O para k1 rn y cualquier x=x. (j~i) 
J 
o para k=n y 
Se puede comprobar que 
N = 1 
H(l)(x) 
00 N=H(
1 )(x) 
2 10 
N = 3 
H( 1 )(x) 
o 1. N l.¡= 
H( 1 )(x) 
1 1 
b) De un modo análogo se define: 
w(x)=(N 1 , N2 , N3 , N4 , N5 , N6 ) 
L 
X =-1 2 y 
x=x. 
1 
Se puede demostrar que las funciones de forma sa 
t(sfacen a las condiciones siguientes: 
N 2 i + 1 (x i } ~ 1 
N2 • (x.} =O 1 1 (con x=x. ó x.) 1 J 
dN2i+1 
dx 1 x=x. 
1 
_jK o 
o x·. 
J 
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dN 2 ¡ 
-1 =O dx x=x . 
J 
dN.,. 
L 1 1 -o ~ x=x~ 
1 
(i,j=0,1,2 ; jli) 
Si se consideran polinomios quínticos, se obtiene: 
N 1 =(1+6~) (4~4 -12~ 3 +13~ 2 -6~+1)=-24~ 5 -60~ 4 +66~ 3 -23~ 2+1 
N = 16~ 4 -32~ 3 +16~ 2 3 
N 5 =-24~ 5+52~ 4 -34~ 3 +7~ 2 
N = L~(4~ 4 -12~ 3 +13~ 2 -6~+1) 2 
N4= L~(16~ 4 -4o~3+32~ 2 -a~) 
. N 6 = L~ ( 4 ~ 4 - 8 ~ 3 + 5 ~ 2 - ~ ) siendo 
· se"comprueba que con la definición de polinomios 
hermíticos anteriores se puede escribir: 
- (2) N 3 -Ho 1 (x) , 
N =H ( 2 ) (x) 
4 02 
N =H ( 2 ) (x) 2 10 
N=H( 2 )(x) 4 11 
N =H ( 2 ) (x) 
5 12 
Se puede demostrar la siguien~e relación existen-
te entre ·Jos pol inomicos de interpolaci6n de Lagrange y. los 
h t: r m ft i C O S : 
{ 
· d n } 1 -2 -{ p . (x) } (x- x . ) dx 1 x=x. 1 
1 
(x -X • ) { p ? (X ) } Z 
1 1 
. (n) 
H 1 i = 
Observación: 
Es más conveniente utilizar en el análisis mediante 
el m~todo de los elementos finitos sistemas de coordenadas con 
- 1 1 7 -
origen en el punto medio del eLemento y normalizado a longitud 
2, es decir, en el caso de dos nudos t,; 1=-1 y t; 2=1. En el caso 
de tres nudos t,; 1=-1, t,; 2=o y t,; 3=1. De esta forma se puede pro-
ceder a la integración numérica de la matriz de rigidez) las 
funciones de forma son más simples. Se obtiene entonces: 
Caso a): 
Ca.so b): 
N = ( 2 F,; - 1 ) 2 ( ~.+ 1 ) 1 
N2= (~-1} (F,;+1) L 
N
3
= (2~+1)(1-F,;) 
N4= (~+1)(F,;-1)L 
2 N 4 =(1-~ )F,; 
Ns= t<1+t,;)2t,;2(4-3t,;) 
N6=-t(1+~)F,;2(1-~) 
- 11 8 -
Ejercicio E3.1. 
Formar la matriz de rígidez de la estructura indi-
cada en la figura expresando por k~. un termino correspondien 
lj -
te al elemento a. Se supone un s61o grado de 1 ibertad por nu-
do. 
- 1 1 9 -
<D 
1 
® 
® <Do 
<Do 
Fig. 3.1 b 
Teniendo en cuenta la figura E3.1b. se tiene 
1 2 3 4 5 6 
e e e e 1 K11+K22 K 1 a - K12 - -
2 e Ka1 
a e K¡¡+Kaa Ka a · e a K12+Ka2 K¡ a -1 4 
3 - a Va Kd a a K41 '44+ 2.2 K42 K4 a -
4 e a e a a b a b ,b K2. 1 K2.1+K2a . K2 4 K2.2+K11 K2a+K1a 1'\.12 
b K22 
a Ka ·a b a b b 5 - K:n 3 4 Ka2+K31 Kaa+Kaa Ka2 
' 
6 b b b f 
- - - K2 1 K2 ¡; K2 2+ K2 2 
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Ejercicio E3.2. 
Todas las barras del entramado plano de la figura 
E3.2a. son inextensibles. 
SE PIDE: 
Obtener la matriz de rigidez total de la estructu-
ra. A efectos de este ejercicio se supone, por simplicidad, 
que E1=1 y L=l para todas las barras. 
T 
L 
+ l 
ll 
Fig. EJ. 2-a 
- 1 21 -
Los grados de 1 ibertad de la estructura se ven en 
1 a figura E3.2b. 
k .. , es la fuerza en el grado de 1 ibertad i cuan-
' J do en el j se aplica desplazamiento unidad, siendo cero Jos 
demás dep'Jazamientos. 
__..,. 
. 8 
- 7 
l 
Fig. E3. 2.b 
4 E I 
L 
6El 
cffi 
Fig. E2.2c 
Si en una barra se da una deformación unidad se 
tiene el resultado de la figura E3.2c. 
k11=12; 
E 1 = l 
'L 
Según 
k = 21 2. , 
k22=16; 
para todas las barras. 
esto: 
k31=0 k41= 2. 
' 
k51 = O· 
' 
k61=0; 
k32=2 k42= O· , ksz= 2. 
' 
k62=0; 
k33=12; k43= O· 
' 
k 53= o. ' k63=2; 
k44= 8 . 
' 
k 54= 2. ' k64=0; 
k55=12; k65=2; 
k66=8; 
k = 71 O; ka,= 
k72= o . , ko = u2 
k73= o. , k83= 
k74=-6; ks4= 
k --6· 75- , kas= 
k76=-6; ka6= 
6 
6 
6 
6 
6 
6 
k77=72; k8 7=-36. 
k88 =36 
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La matriz de rígidez es: 
12 
2 16 S· 
1 1>-) El 
o 2 1 2 t,.. le-o 
2 o o 8 
o 2 o 2 1 2 
o o 2 o 2 8 
o o o -·6 -6 -6 72 
6 6 6 6 6 6 -36 36 
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Ejercici-o E4.1. 
Fig. Eit. 7 a 
En la celosía plana de la figura E4.1a., todas las 
barras son de sección constante A=20 cm 2 y módulo de elasti-
6 -2 
cidad E= 2,1x10 .kg,cm • 
La barra 2-3 sufre un incremento de longitud de 3 
cm producido por la temperatura. 
Se pide: 
1).- Matriz de rígidez de la estructura. 
2).- Movimientos de todos los nudos. 
3).- Esfuerzos en todas las barras. 
4).- Reacciones en los apoyos. 
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El apoyo del nudo 4 no es corcondante con los ejes 
generales (x 1 ,y 1 ) de la figura E4.1b. Se podría utilizar la 
t~cnica, de considerar ejes de nudo. No obstante aquí, se ha 
procedido a introducir una barra ficticia de rigidez a esfuer 
zo axil K muy grande y nulá a flexión. 
Y' 
Las barras b, e y .f no trabajan 
Fig. E 4· 1 b 
Teniendo en cuenta la figura E4.1b. se tiene: 
t<•= 
El cambio de ejes generales a particulares es 
(figura E4.1c.): 
Px•= Px cosa 
Py 1 = Px sena. 
1 
Y'li 
x· 
Fig. E4. "1 e 
JPx J = Ícosaj . Px+ T= lcosa] · 
ry• ~ena. ~ena 
K = K 
La matriz 
K'= EA 
L 
; 
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Las matrices de rigidez de cada elemento son: 
2 
(K ') -[cosa]EA[ ]_EA [cosa cosasena] '? 2 - e --L cosa sena ---L 2 ·- a s na senacosa sen a 
(K' ) =~ 
22 a L 
· EA 
a= 1 2 o o • (K ' ) =-
, "11 eL 
EA a= 1 2 O o • ( K 1 ) =-
, 1 1 g L 
a=60°; K' = 
de rigidez total es: 
3/2 
o 
- 1 
o 
o 
3/2 
o 
o 
[{ 1] 
[~ ~] 
1 -'{3/4 
4 
-vr 3/4 4 
r1 
·O ~] 
t: :J 
[: :J 
[ 1/4 
-lfi/4 
-fi/4 ] 
3/4 
~A [ 1<.1/4 K.¡/3/4] 
K.lÍ3/4 K. 3/4 
-l 
L 
r-
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Teniendo en cuenta que el apoyo 2 no p~ede tener 
desplazamiento vertical 
" p1 
x2 3/2 
(d 1 y =O) se tiene: 2 . 
o -1 
-
r-
o d 1 
x2 
p1 o 4K o o d~2 l--y2_ ~= EA 2 
Y.3(K-1) 
~ 
p1 L 
- 1 o K+ S di x4 -4-
1(K+1) 
x4 
p1 o o YfcK-1) di y4 y4 
-
'-
-
'-
La fila y columna recuadradas se pueden no tener 
en cuenta en principio. 
Siendo ~ 2 _ 3 = 3 cm. de alargamiento 
EA EA 
F= r- • ~2-3= r- .3 
Estado micial 
1 
/ 
Estado final 
-
-
V 
Estado . modal 
-
1 
-
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Para la resolución del problema el estado real o 
final se descompone en los estados .indicados en la figura 
E4.1d. 
En la solución modal se tiene: 
p 1 =-1 EA 
x2 2 L 
de donde se deduce: 
EA 
r- o 
o 
= 
EA 
L -1 
o 
invirtiendo queda: 
~~~=~(4K+1) 
di 
x2 t(2K+1) 
di 8 3 (K+ 1 ) 
-3 (4K+l) x4 ~K-1) di y4 
di 
x2 -i-(2K+1) 
di 8 
-i-(K+1) = 3(4K+1) x4 
di 3fi(K-1) y4 8 
2).- MOVIMIENTOS DE LOS NUDOS: 
d~ 2 =-1.5 cm. 
d 1 = o y2 
-1 o 
K+5 Yf<K-1) 
-,¡-
1( K-1) ~ t< K+ 1) 
3 -v'3: 
'lf(K-1) lf:(K-1) 
i( K+ 1 ) .:1f( K-1) 
-
3f{K-1) 3 K+7 
-,-
d 1 =-3 2K+1 
x2 '4'K'+T 
d 1 -- K+ 1 
x4- 34K+1 e u a n do K -+co 
fi K-1 d~4= ffiT 
d~ 4 =-0.75 cm. 
d~ 4 = 0.433 cm. 
di 
x2 
di 
x4 
di y4 
-3/2 
o 
o 
• 1 =-1 0
x2 2 
d 1 __ 3 
x4- 'lf 
di =Yf y4 
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3).- ESFUERZOS EN LAS BARRAS: Soluci6n final= Soluci6n inicial 
+Solución modal. 
Hay que recordar que la solución inicial solo va 
a afectar a la barr~ 2-3. 
dx· 
=78,75 ton. 
-fiJ [-3/2J=-3EA =- 78 75 2 0 ~ , ton. 
P 1 1 • .. • • . 1 3 EA 3 1 e . or a so uc1on 1n1.c1a : L = ~ ton. 
=-78,75ton •. 
( ) d EA[l 'V3J[-3/4]··_3EA_ 7875 Barra g: P19 = K11 9 • 19 =r- 2- 2 V3/4 --~ -- ' ton. 
Fijándose en los ejes locales de barra y llamando: 
Tracción (+) } ,a la tracción positiva y a compresión negati-
Compresión (-) va se puede hace~ la tabla E4.1a. 
BARRA 
1-2 
1 -3 
2-3 
2-4 
3-4 
3-~ 
4-5 
SOLUCION 
INICIAL 
o 
o 
-315 
o 
o 
o 
o 
SOLUCION 
MODAL 
-7'0,75 
o 
+78,75 
+78,75 
o 
o 
+78,75 
ESFUERZO 
-7'0,75 
o 
...;.236.25 
Tabla E4.1a. 
+78,75 
o 
o 
+78,75 
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A) Cálculo de las reacciones (en toneladas). 
En los ejes generales (x• ,y•): R.= reacción en nudo 
-1 
i en ejes gener~ 
1 es. 
~1= E.1a= Ta.(~12)a.!_!· ~2=-~ t 1"] [-1,5.10-2 
v3 3 o 4 4 
= 
1 -2 
-4. 1 , 5. 1 o 3~,375 
=1,05.10 fi -2 
.- 4' 1 "'5. 1 o 
= 68,2 
'I¡' 4 
EA 
L 
[1 + 1 +1 
o ~l d' - g 2 -2 L [: :] [1 '5 ~4=1,05.10 2 o OJ[1,5] 1 , 5 o 
-1,05.10 2 [~ ~ J [-0,75 J 0,433 
Teniendo en cuenta, además, la solución inicial: 
R = 315 
-:-2 
r1~2] +105 [-2,25+0,75] = [ o .. ] [·Vf . o - 2 7 2 , es 
S. in[ic~all S.modal [ · l [ l 
-2 s.modal -1/2 -1/2 
,!!_3c 315 Vf +E:Icc315 Vf +K2 1lc·!!.2=315 1 -
-1 95[~¡13 
. 1i 
-v'3/4l 
3/4 J [
-1,5] . ¡-1/2] ¡-0,375] [118,125] 
. = 315 -105 = 
O v';l/2 +o,6495 204,6 
r- 1 
+1 05 L 0 
o J [- 1 5] 
o ~ +105 
[3 9, 3 7 5 J 68,1975 
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[
1 , 2 5 
-V3 
1+ 
-V3~ 4 ] f o , 7 5 J 
1+ l0,433 [
0,37!:)] 
=1 05 = 
0,6495 
La ventaja de operar con ejes de nudo estriba en 
que, en el apoyo 4 (no conéordante), la reacción ya se ob-
tiene en dichos ejes y no en los generales tal como sucede 
aquí. 
R.= p' =(K' ) ~d'=-105 
-5 -2g 21 g -4 
[39.375 J 
-68.1975 
. [1 14 . - fi¡ 4] 
-4 3/4 
r-0,75 J l 0,433 =-lo!) [ -0,375 J 0,6495 = 
Como comprobación se puede real izar el cálculo de 
la figura E4.1e. 
- 1 3 1 -
272.8 ton. 236.2 S 
/78.75 l \ o 
~-78.75 0*-0 
?8 75 ton. 
k 1 \ ~236.25 ton. 78.?5 236.2'5 
APOYO APOYO 2 APOYO 3 
?8.?5 ton 78.75 
. b_oo \ 
--lf 78.75 .,.._._ o-± 
o \ ~S ton. 
78 75 6 
APOYO 4 APOYO 5 
Ftg E4 1 e 
El resultado final se representa en la figura E4.1f. 
+ 78.?5 
o 
Fig. E 4 1f 
--- COMPRESION 
TRACCION 
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Ejercicio E4.2. 
Determinar las reacciones de apoyo del emparrilla-
do de la figura E4.2a. suponiendo que las barras son prismá-
ticas y tales que EI/GJ= 10. en los siguientes casos: 
1) Nudos y 3 coaccionados todos los. movimientos. 
2) El nudo 3 se 1 iberal iza permitiendo la rotación a la 
torsión de la barra 2-3. 
DATOS: 
p=100 t L= 1 O m 
p 
L 
/ 
Q) 2 
L 
F19. E4.2a. 
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a)-Matrices de rigidez en ejes locales. 
La numeraciñn de los grados de l1bertad de las ba-
rras 1 y 2 se representan en la figura E4.2.b. (a) y (b). 
~----------------~2 (j) 
2 
al. EJes locales b) Ejes tocales 
e ) Ejes globales 
Fig.E4.2b 
Las matrices de r í.g id ez son entonces: 
GJ o o o' 1 o o ¡:-
(k22) ¡= o 12EI 
6EI El o 1 2 6 ~ -7 = - ~ -r L 
o _6EI 4EI o 
6 4 
L2 --r -r 
con i = 1 '2. 
3 
Se adoptan como ejes globales 1 1 1 2' y 3 1 1 los re-
presentados en 1 a figura. E4.2b. (e) • 
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Las matrices de transformación son: 
T = [~ o ~] T ·= o o -1 -2 o o o -1 o o 
Las matrices de rígidez en ejes globales son: 
( ,, 1 ) - (k22) ¡= El o , 1 o o :''22 1- L 1 2 6 o ~ -r 
o 6 4 L 
(k 1 ) = l¡(~22)2 TT= El 4 6 o --22 2 -2 L L 
6 1 2 o L ~ 
o o o . 1 
La ecuación de equilibrio del nudo 2 es: 
con p•= o y u•= e 
.:....2. -z X 
p d y 
o e 
z 
es decir 
El 4, 1 6 o e o L -- = L X 
6 24 6 d p 
-r ~ -r y 
o 6 4 , 1 e2 o 
--L 
WL 2 , '> e = 26,4EI 6 0,227 PL ... X 
d 4, 1 L 0,1S5L y 
e 6 0,227 
z 
y las reacciones en el extremo 1 son: 
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o bien 
M El 
-o' 1 o o 
p L 2 
6 -O, 023.PL = 2.6,4[1 = X L 
p o 1 2 6 4, 1 L -o,:;ooP y 
- L~ r 
M o b 2 6 -O, 4 77 PL z 
--L 
y las reacciones en el otro extremo se deduce mediante sime-
tría. En el caso numérico P=lOO t y L=10 m se obtiene: 
e 
1 2273 = IT X 
d 1553 y 
e z 2273 
2 
b) La matriz de rígidez 
El 
o ' 1 -o' 1 . o L 
-o' 1 o ' 1 o 
o o 1 2 2 L 
o o 6 
--L 
y eliminando el gdl e 
x3 
El 
'L 
en 
o 
o 
o 
ejes 
(~22)2= 
o 
1 2 
L2 
6 
--L 
generales 
!.2 (~22) i 
o 
6 
-r 
4 
TT= El 
-2 L 
M 
X 
p 
y 
M2 
de 
o 
o 
6 
--L 
4 
por 
e 
X 
d y 
e 
z 
= -23 
-so 
-477 
1 
1 a barrq 2 (gdl activos)es: 
ex3 = o 
e 
x2 M . x2 
d y2 p y;¿ 
e 
z2 M z2 
condición estática se deduce: 
= M (~22)2= o o o El X L 
p o 1 2 b ~ --y L 
M o 6 4 
--2 z L 
4 6 o 
--
·L 
6 12 o 
-- L2 L 
o o o 
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La ecuación de equilibrio en el nudo 2 es: 
El 4 , 1 6 o e o e WL
2 
0,235 L -- = = IT L X X 
6 24 6 d p d 0,161L L ~ -r y ; y 
o 6 4 ez o e., 0,241 --L 2 ... 2 
y 1 as reacciones son: 
M El -o, 1 o o PL 
2 
0,235 -O, O 2 3 PL = IT = X L 
p o 1 2 6 0,161L -0,48bP y 
- L2 '[ 
M o 6 2 o, 241 -0,484 Pl --z L 
., 
p El o 1 2 6 o o - 1 
\n .. 0,235 =· 
'L -- '[ IT = y L2 
M o 6 2 o o 0,161L 
z 2 -r 
o o 0,241 
PL o 1 2 6 -0,241 [0,522P ] 
- L2 = L 
0,161L -O, 4 9 é PL 
o 6 2 0,235 
--L 
Los resultados numéricos son: 
:J 1 235 M -23 M o IT = y = X X 1 61 o p -48,6 p -52,2 y y 
ezj 2 4.1 M -484 M ·-496 z z 
2 
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Ejercicio E4.3. 
Determinar los esfuerzos en todas las barras de la 
estructura representada en la figura E4.3a. 
E=3x1~ 6 t/m 2 • 
Barras de hormig6n de 0,50 m. de canto y 0,20 m. 
de ancho. 
r2 :o S cm~ 
E0 : 2 x 10 
7 t m~2 
10 t/m 
.... r---s:oo 1 P= 100 t. ALZAD~ 
--- 5.00 1 
.1 
\ T 
o 
o 
tJi 
l 
PLANTA 
Fig. E4 3a 
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Considerando la figura E4.3b. se tiene: 
2 
"-..X .. 
Fig. E~.t 3 b 
BARRA @ ~;r.1-----'-___;;;0---'----2 );, 
z = z· 
Fig. E4.3c 
r GJ o o 
·' o o M 'L X X x2 
p o 12EI 6EI y •. o o = 7 -- = y y2 L2 
M o 6EI 4EI z' o o z - 7 --¡:-z2 
(K22)a Ta 
(K22)a 
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Barra b 
x• o o 
y• = o o 
BARRA @ ~:r-3 _ ___;;;.__:@~--2 ;;.z z• o o ----r--o 
Z E X' 
Fig. E 4.3 d 
(KZ2)b= (K22)a 
(K2_2 )b = T b' (K22)b .T~= 4EI 6EI o 
--r --L2 
6EI 12EI o 
-7 7 
o o GJ L 
BaTra e ~tirante. 
x• o 
BARRA© ~ - © 
tirante 4 2 };-;-y· z' =-1 o o o 
z = z' 
~ 
T 
e 
Fig. E 4.3e 
Ean 
--r 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
(K2.2)c = Te' (K22)c. T~= O 
o 
o 
o 
X 
y 
z 
X 
y 
z 
o 
Ean 
-¡:-
o 
o 
o 
o 
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La matriz de rigidez total es: 
K•= 
GJ + 4EI 
L L" 
6EI 
-7 
o 
6EI 
-7 o 
·~·+ E8 n 6EI 
L3 L" -7 
6EI g+ 
-7 L 
SUSTITUCION DE LOS DATOS 
6 
G- E {E=3x10 G=l ,25x106 t/m2. 
-2(1+v) ' v=0,2 + 
?. • 
J= a~b{0,33-0,22~} 
Luego: 
. 
-2 t.m 
L=5 m 
1=20,38x10-l.¡ m4 
n=Sxlo- 4 m2 
G=1,25xlo 6 tm- 2 
J=9,68x10-l.¡ m4 
E =2x107 tm- 2 
a 
con a<b 
+ K • = 1 o~ 
{ a=0,20 b=0,50 
5,24 
-1 '5 
o 
-1 '5 o 
3,2 
-1 '5 
-1 '5 
4EI 
L" 
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Las acciones externas se consideran como se indica 
en la figura E4.3f. 
10 T/m 
-
-
.·· 
~· 
Solución inicial 
+ 
Solución modal 
Fig. é4.3 f 
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. 
Por tanto, el vector de cargas, en la solución mo-
dal, es: 
[
M• x2] [ O l t•= p•y2 = -125 
. M•zz 20,8 
P 1 = K 1 .d 1 
. 0=5,24x-1 ,5y 
-o, 125=10 3{-1 ,5 e~ 2+3,2d~ 2 -1 ,5 e~ 2 }-o, 125=1 ,Sx +3,2y-1 ,5z 
20,8 =10 3{ -1 ,5d~ 2+5,24ez 2 } 0,0208= -1 ,5y+5,24z 
x= e• =-14 56x10-3 
x2 ' . 
r d. 
y= d 1 =-50 8Sx10- 3 y2 , m. 
z= 
. -3 
ez2=-10,59x10 rd. 
LOS ESFUERZOS EN LAS BARRAS son: 
!1z= 
Solución 
p =10 3 
-1 
p = 
-2. 
modal p = -1 
.E..2= 
¡-~' 242 
0,242 
o 
o 
GJ o o 
-r-
o 12El 6EI 
.!S.z1= -- 7 L3 
o 6El 2EI 
- 7 "T" 
!12"~2 
K22 ·.!!2 
o 
o 1 ¡-14,56] 
-El,6 1 , 5 x1 O-. 3 -5O , 8 5 = 
-1 '5 2,5 -10,59 
o o -14,56 
0,6 
-1 '5 -50,85 = 
-1 '5 5 -10,59 
GJ o o 
--L 
o 12EI 6EI 
--
-7 L3 
o 6EI 2EI 7 -L 
¡ 3' 52] 14,63 
49,80 
-3,52 
-14,63 
23,33 
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El resultado final se halla sumando las soluciones 
inicial y modal (figura E4.3g.). 
10 t/m 2 49.8 23.33 
152-E- o-
1 --------~2 ...:¿. 3.52 
t 14.63 @ 11..63 l 
Soluctón tnictal Solución modal 
10 t/m 
C·52 ryH l J J J J J J J l J J~t\2.53mxt 
1 
- ® t J 
39.63 t • 10.37 t 
70·6 m·t 
Fig E4. 3g 
Barra b. Sólo hay esfuerzos debido a la solución modal 
l0,242 . t · f.1.= f1 2 • T b • ~l = O . o o -0,6 -1 '5 
o 
-0,6 
-1 '5 
o 
0,6 
-1 '5 
o -1] [-1 4' 56] 
1 o -50,85 = 
o o -10,59 
[
-2,5b] 
8,67 
39,88 
[
L,::;bl 
-8,67 
3,48 [ 
1o,sgJ 
-50,85 = 
-14,56 
El resultado se expresa en la figura E4.3h. 
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3.48 mÍ e 2.S6mt 3o------------o2 2.56 mxt) 39.8 ¡¡ m xt 
t 8.67 t - @ 8.67 t l 
Barra e e 
p = 
-2 [~ 
F1g E4 3 h 
.E.2 = ( K 2 2 ) e ' T ~ '~2 
o o o - 1 
o o o 
o o o o 
E 1 resultado 
~] -14,56 [~ -50,85 = 
-10,59 
se representa en 
fm1.7t 
' 
Fig. E4 .3 i 
o o] [5o, a:] ¡o 1 , 7] o o -14,56 = o 
o o -10,59 o 
la figura E4.2i. 
La comprobación equilibrio fuerzas nudo 2 se hace en la figu-
ra E4.3j. 
103719 
/. 
8.671/ ,' 
Fig. E4.3j 
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Ejercicio E4.4. 
La estructura emparrillado plano de la figura E4.4a. 
-1 
está·sometida a la carga vertical uniforme de 2 t.m so-
bre la barra 3-5. Se pide: 
Calcular el movimiento del nudo 3. 
FJg.E4. 4 a 
Todas.las barras tienen igual luz= 6 m. y caracte 
ristic~s elásticas: 
E=3x10 6 t.m- 2 
1=0,0050 m4 (i"nercia a flexión) 
J=0,0030 m4 (inercia a torsión) 
v=0,20 
No se considera la deformación de cortante. 
Los nudos 2 y S están totalmente empotrados y el 
nudo 1 articulado a flexión (el giro a torsión y movimiento 
vertical están impedidos), y en el nudo 4 está impedido el 
giro a flexión y el movimiento vertical. 
Se utilizará en la resolución de esta problema los 
siguientes procedimientos: 
a) Método general matricial, con introducción a posteri~ 
ri de las condiciones de apoyo. 
b) Condensación estática de los g~ados de 1 ibertad no 
activ6s a nivel de elemento. 
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a) Método general. 
Se considera la nomenclatura indicada en la figura 
E4.4b. 
5 
y¡___ ~1--~--~--~3----~~--~4 
Z' x· @ © 
Fig. E4. 4 b 
El problema se resolverá descomponiéndolo en dos 
estados inicial y modal (figura E4.4c,). 
Final In retal Modal 
Fig.E4.4c 
SOLUCION FINAL = SOLUCION INICIAL + SOLUCION MODAL 
f.., (,!S.ll) a (JS.1z) a - o ~1 
':_3 = (K' )· C.!S.2z)a + (JS.ll ) e + (JS.1z) e ~3 21 a 
( .!S.2 2) b + (.!5.1, )-d 
4 b (JS.2 1 ) e (K' ) 
-22 e ~ 
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con d.= e 
X i y -r 
d2i 
e 
yiJ t ey, t 8y2 
P.= G _1 2 
-1 X i ex, dz1 dz 2 ex2 
p 
zi Fig. Et. t.d 
G yi 
GJ o 
6:11 
-GJ o o 
-
'L L 
K11=. o 
12EI 
K12= o 
12EI 6EI 
7 2 --y 7 
.;1 J 
L 
o 
6EI 
o 
6EI 2EI 
7 -- --¡:-L2 
-GJ o o GJ o o l r 'L 
K21= o -12EI 6EI K22= o 
12EI -6EI 
7 7 7 7 
·O -6EI 2EI o -6EI 4EI 7 --¡:- 7 --¡:-
E 6 3 6 
G-2(1+v) = 3x10 = 2,"1+ X 1 0 2x 1 , 2 
g= 3xto 6 3xto- 3 = 3 xto 3 L ~X 6 P' 
- 1 48 .-
12El 6 -3 
= ix 1 o3 12x3x10 x5x10 --= 6x6xb 3 6 L 
6EI 6 -3 
.2.x10 3 6x3x10 x5x10 = -= 6x6 2 2 L 
2El 6 -3 5x1o 3 -= 2x3x10 x5x10 = L 6 
4EI 6 -3 10x10 3 -= 4x3x10 x5x10 = L 
Barras b y d: 
x=y'• [~ l ~ l~ o ~] [~:] z=z' -+ y=-x' o 
~~ o ~] [ o o -~] T t = T = o o 1 o 
(JS.2z) b= .!.· (!22) b Tt (JS.1, ) d= .!.· (JS.,,) d".!. t 
o o -~] 4 o o o o ~] 10 3 n 5 5 (JS.22)b= o o 6 -- o = 2 o o 5 1 o -1 o 
-2 
o o -1 o o 3 1 o 5 o 
10 3 5 5 
'4,1r 
=10 3 
2 
o o 2 b o 5 5 o 
o o 5 2 b 3 
-10 
-2 o o o 'lf;lr 
o o -1 3 o o o o -1 
(JS.11) d= o o 10 3 n 5 5 o b 2 o o = o o 5 -1 o o o 2 1 o 
o o -1 o o 3 1 o 5 o 
-2 
10 3 o o 5 5 ~ 
=10 3 5 5 -2 b o 
-2 b o o o 5 3 
-10 2 o o o '1f,lr 
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La matriz de rígidez de 1 a estructura es: 
G• 3 o o ·-¿ o o o o 
ol x1 n ' . ' 
DI o 5/6 5/2 o -5/6 5/2 o o ~1 !..z 1 o 
G' y1 o 5/2 1 o o -5/2 5 o o o 
-3 o o 51 o o -3 o o n n n 
f.3 =103 o -5/6 -512 o 
20 o o -5/6 5/2 ~3 6 
o +5/2 5 o o 51 o -5/2 5 n 
G• o o o -3 o o 3 o o K l.¡ n n 
P' 
-z4 o o o o -51~ -5/2 o 5/6 -5/2 ~4 
G' y4 o o o o 5/2 5 o -5/2 1 o 
lntrodución de 1 as condiciones de contorno 
e =o 
x1 ex4¡f 0 (M ·=O) x4 
NUDO 1 d 
z1 =O NUDO l.¡ d z4=0 
e y 1 ¡f o (M y l =0.) ey 4=o. 
Se pueden uti 1 izar e 1 método general pero en este 
caso se consideran muelles ficticios para simular estas con 
diciones de borde cinemáticas. Sea K un número grande. 
La matriz de rígidez queda: 
3 o o 3 o o o o o o+K -4.lf 
' 
o 1 1 o 5 b +K 5 2 o -5/6' 5/2 o o o 119..1 
o 5 10 o -5/2 5 o o o z· 
-3 o o 51 o o -3 o o 4,1f ~ 1i";1r 
P 1 = 1 o3 o -5/6 -5/2 o 
20 o o -!-j/6 5/2 u ~3 .. 
-3 6 
o 5/2 5 o o 51 o -5/2 5 2,4 ll 1 ..... V1 o 
o o o -3 o o 3 o o 
-q,lf n 
o 1 1 o o o o -5/6 -5/2 . o t +K -S/ 2 11 ~4 
o o o o 5/2 5 o -5/2 lO+K 
__, ,_ _, 
los grados de 1 ibertad de los nudos 1 y 4 se pueden eliminar de forma particionada. 
Se obtiene así: 
O= K11 ·~1 + !12 ·~3 -1 } ~1= -.!5_11".!5.12"~3 } -1 t3= ~21"~1 + .!5.22"~3 + ~23"~4 O= .!5_32"~3 + !33·~4 ~4= -.!5.33 ·.!5.32 ·~3 
- 1 51 -
3 +K o o 
"li78 
103 o 5 +K 5/2 t.,,= 3 2 !,,- . 10 • (lOK +, ... ) b '· 
o 5/2 1 o 
Dado que l(+oo sólo interesan 1 os menores que contengan térmi-
nos en K2 
1 o- 3 
o o o 
.!S.,,- o o o ;o- .. 
o o 
3 o o p 
- 3 o 5 -5/2 . !:J. . = 1 o3. (Ó K2 + •••• ) K33 -1 O 6 +K , ' 33 , 
o -5/2 1 O+ K 
[~ o ~] -1 =10-3.438 o . .!S.3 3 o 
3 o o o o o 
-ó o o -n , 
o -5/6 -5/2 o o o o -5/6 5/2 = 
o 5/2 5 o o o -5/2 5 
o o o -3 o o o o o D" 
= 
o o -512 o -5/6 5/2 o 25 ~2 = 4 2 
o o 5 o -5/2 5 o _25 ·25 2 
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3 o o o o 3 o o 
-n -4,lr 
o -5/6 5/2 o o o o -5/6 -5/2 = 
o -5/2 5 o o o o 5/2 5 
3 o o 3 o o -L o o 
-4."8 .-4."8 
4,8 2 ' ' 
= o o o o -5/6 -5/2 = o o o 
o o o o 5/2· 5 o o o 
o o o 51 o o n 
p = 10 3 
-o' 1 o 25 25 o 20 o 4· -- b -3 2 
o 25 25 o o 51 
-2 n 
9 o o ~2 
' t:S 
4,8 o o o ~3 --3 
o O· o 
Mx 1 3 99 o o e 4,lr x 1 3 
p 
= 10 3 o 32,5 2' 5 d { 4. 4a. } z'3 12 2' z'3 
M o 2,5 45 e , · y'3 2 2,5 y 3 
Invir-ti-endo ·se obtiene: 
e 
X 1 3 0,04849 o o M z'3 
d 
z'3 = 10-
3 o 0,38095 -0,·02540 p z 1,3 
e o -0,02540 0,05503 M y'3 -y. 3 
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Solución final = Solución inicial + Solución modal 
P=2x6_ 6 t • ·M x'3 -6 2 
2 T /m P= p 
z'3 = 6 
-2 M=2xo_ 6 mxt. M 12 y'3 o 
r:lllllllllllll 
G \..._31 . ~S 
~ 6.00------l 
tp 
e. 
x'3 0,04849 
o o -6 ex, 3=-0,29D94 
.10- 3 
dz'3 = 10- 3 o 0,38095 -0,02540 6 dz'3 2,2857 
6y'3 o -0,02540 0,05503 o ley'3=-0,1524 
• 1 o- 3 
(b) Condensación estática a nivel de elemento. 
se 
. (a) 
En general si en la matriz de una barra (elemento) 
p a r t i e i o na d e a e u ~ r do e o n 1 o s g r a do s d e 1 i be r t·a d a e t i v os 
y b no activos (b), se puede escribir: 
· [ f.a J = [!.a a 
. p k 
-b- -ba 
~abJ 
~bb 
Si !.b =O, se tiene 
gidez condensada es: 
k* = a a 
{4.4b.} 
-1 
kba d 1 a matriz de rí ib=-kbb y 
-a 
k k - 1 kba {4.4c.} - kbb a a ab 
En este caso la matriz de rigidez de las barras del 
emp a r r i 1 1 a do es : 
Barra b y d: 
(.!S,2 2) b = 103. 1 o 5 o (!S_ll)d= 1 o3 1 o -2. 2 2. 
5 S o 5· 5 2 6 -2 ...... b 
3 
o 
o 
3 
rad. 
m.lo- 3 
rad. 
o o O" o o n 
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Barra a 
r 
( K')a= 10 3 · 3 p o o o o 
o 5 5 ~ 2 b o -i 5 2 
o i 1 o 2 o 
5 5 --2 
o o o o 
o 5 -i 
-b 2 o 
5 _,2. 
6 2 
o 5 5 2 o 
5 1 o 
-2 
En el nudo de e~ta barra: (nudo 1 general): 
9x 1=0 y dz 1=o. En cambio ·e¡ giro de flexión no está 
coaccion~do y My 1=o. Se tiene pues en este caso, según 
la nomenglatura de {4.4b}: 
k = 
-a a 
3 
·n 
o 
o 
K ( o 5 5)= kT 
-ba= ' -2 ' -ab 
o o ~bb= 10 
5 5 
b -2 
5 1 o 
--2 
Por lo tanto, aplicando la fórmula de condensación 
estática{4.4c} se tiene: 
k-;'t = 
-a a 
3 
n 
o 
o 
o 
5 
6 
_,2. 
2 
o o 
5 5 
-- -2 2 
1 o 5 
1 (o, 5 ,5)= 3 o lo -- n 2 
o 5 24 
o 5 
-4 
o 
5 
-4 
.!.i 
'¡ 
... 
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Barra e 
(K') =(Ki) 
- e a 
Es una barra idéntica a la a 
En este e as o en e 1 nudo 2 (nudo 4 gen era l.) de 1 a 
barra, existen las siguientes coacciones al movimiento: 
dz 4=o y ey 4=o. En cambio el giro de to~si6n no est~ 
coaccionado y Mz 4=o. Por lo tanto, se tiene, en este caso: 
k = 
-a a 
1· = ~ba 
Po 1 o 
k* = a a 
3 
n 
o 
o 
{- 3 n· 
tanto: 
3 
n 
o 
o, 
o o 
5 5 
b 2 
5 1 o 2 
O}= kT 
ab 
o o 3 32{ 3 o, O}= o 
-n --r -n· 
5 5 
b --2 o o 
5 
o 
5 
b 
5 o 
-2 1 o o o --2 
La matriz de rigidez de la estructura, se obtiene. 
mediante adici6n de las matrices condensadas anteriores_y re 
su 1 ta: 
K= 10+10+¿. 5 5 
--
' 
2 2 o = 
5 5 i+t+.J+1 ---2 2 b 2 b 
o 5 5 2-14 ~~.ll.r1o !f,O !f,O 2 
99 o o q 
= o 32,5 2;5 
1 2 2' 
o 2,5 45 2' n 
u 
5 
-2 
1 o 
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Esta matriz coincide con la obtenida en el método 
general. Fórmula{4,4a.} 
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Ejercicio E4.5. 
En la estructura articulada de la figura ~4~5a. 
todas las barras son de sección constantes y tales que 
En/L=103 tm-l. La barra 4-5 sufre un incremento de la lon 
gitud de 5 cm. se pide: 
1) Desplazamientos en todos los nudos referidos a los 
ejes (x 1 , y 1 ). 
2) Esfuerzos en todas las barras. 
3)·Reacciones en los apoyos. 
Y' 
T ,.., 
1 
.. ~-- 4.00 --·-+-1 ---- 4. o o ---1 
F¡g.E4.5a 
X' 
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El apoyo del nudo 5 no es concordante con los ej~s 
generales(x',y') de la figura E4.5a •. Se podría utilizar la 
técnica de considerar ejes de nudo. No obstante aquí se ha 
procedido a introducir una barra ficticia de rigidez a es--
fuerzo axil K muy grande y nula a flexión. 
Se conside~an los sentidos de la figura E4.5b. 
Y' 
~. 
Fig.E45b 
A efectos de trabajo quedan las barra~ de la 
figura E4.5c. 
F1g. E4. 5 e 
.Las matri~es de rigidez en ejes locales son: 
. . EA 
(f11) e= (~11) f= (~22) f= (~22) b= (~11) d=L 
( .!S.1 2 ) f= < .!S.z 1 ) i== -~ 
x· 
(~l2)f 
!~ + (~22) f+ 
(~22) b + 
(~ l1 ) d 
v·~ 
X' 
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X'= X cosa 
Y'= Y cosa 
Fig. E4 5 d 
x•=xcosa 
y 1 =ysena 
[ x•]= [cosa] x y• sena 
Considerando el cambio de base de la figura E4.5d. 
se tiene: 
T= 
-
[
cosa] 
sena ; 
2 
r
eos a 
K 1 =K 
_senacosa 
cosase~a J 
sen a 
.I.T=[c?sa sena]; 
(por ser K un número). 
· { cosa=4/5 
Barra e: 315 ------- sena=- (K • ) = 1 o3 ¡~ -1 1 e 1 2 
-E 
12] -E 
2; . 
{ co~a=1 3[1 B a r r a f : ( ~2 2 ) f= ( ~ l1 ) f= 1 0 O sena""' O [ -1 ( ~1 ~ ) f= ( ~ 1 ) f= 1 o 3 o 
Barra b : 
{coscx=O 
sena=l <~22) b= 1 o3 [~ ~ J 
4 ~~ _g] cosa=-Barra d: { sena==3/5 (K 1 ) =10 3 25 25 -11 d 1 2 9 
-E rr 
[~K 12 l { cosa=4/5 (K 1 ) =10 3 25 ;-;-K Barra m· 
- m J2K· 9K · sena=3/5 25 25 
r-
1 
.... 
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41 
-12/25 -1 o E 
-12/25 9/25 o o 
K'-103 
-1 o 41+16K ·.!l.(K-1) 25 25 .. 
1 2 34+9K o o '25 (K-1) 25 
- r- - -
P' 41/2, 1 2 -1 o d' 
-x4 -E x4 
P' _.!2 ~K o o d~4 -y4 25 25 
P' - 10, 41+1bK .!l.(K-1) d~5 - 1 o 25 -x5 25 
P' o o .!l.(K-1) 34+9K d~5 -y5 25 25 
-
..... 
-
.... 
PI 
-y 4 { -~ 1 +d 1 } 
K · 25 x4 y4 
C u a n d o K -+oo .. ¡ d 1 4 =O 1 y . 
La fila y columna recuadradas se pueden no tener en 
cuenta. 
-Para la resolución del problema se tienen en cuenta 
los estados inicial y modal de la figura E4.5e. 
-
1 
-
- 161 -
A= S cm. 
Final 
Á= S cm. 
Inicial. 
F19 E4. 5 e· 
Si la barra 4-5 aumenta 5 
P= ~A .5= 10 3 ~ .5.10- 2 m~ 50 ton. 
cm: 
= 
S 
Modal 
EAi:,P · 
L -' 
Luego,· al aumentar la barra en 5 cm. de longitud, 
aparecen unas fuerzas de empotramiento que se indican en la 
figura E4.5e. 
E 1 es t a do moda 1 de 1 a f i g u r a E 4 • 5 e • p ropo re i o na. 
' el siguiente resultado: 
- 1 62 -
-.so 41 -1 o d' E x4 
50 1 o3 -1 41+16K .ll.(K-1) d' = 25 25 x.S 
o o ~; (K-1) 34+9K d' 25 y5 
2._ = i!._ ( 4 1 + 1 6 K) ( 3 4 + 9 K) - i!._ • 12 2(K-l)2_3~;9K = 
10 3 25 3 25 3 
= ~{1394+144K2+931K-144K2 +288K-144}--1-3 (21250+5b25K)= 25' 25 
= ~~ 3 {49241K+51250-5625K-21250}+ 
L;;l 
:;_ ~ = ~{ 1 2 O 1 K+ 1 2 5 O } 
25 
34+9K 
2!) 
34+91< 
25 
~= 10 ~{43616K+30000} 
25 
-ll_(K-1) 
. 25 
492 
- 25 2(K-1) 
-
:12(K-1) 
25 ~(656K+1 025) 25 
d' 
x4 
d' 
x5 
d' y5 
-
-.so 
= 25 3 
10 3{43616K+30000} ~A· 50 
o 
Teniendo en cuenta que K+oo, se tiene: 
25 3 1201K+1250 34+9K 1 3 d~4= 4361GK+30000{(-.SO) 2 + 5°· 25· 2 }--r =- 28.10- m . 
. 25 25 1 o 
25 3 34+9K ·. 41 (34+9) -3 -3 d~.s= 43616K+30000{(-50).25. 252 +50. 252 }10 =4,13.10 m. 
3 d~5= 43616~~30000{(-50) (-12):~~ .25-50.49~~~-1)}10-3=-5,5.10-3m. 
DESPLAZAMIENTOS EN LOS NUDOS 
d' =-2 8 cm· 
x4 ' ' d' =O y4 d~ 5 =0,41. cm d's=:..o,s.s cm. y 
- 1 6 3· -
Cálculo de los esfuerzos en las barras: 
( p 1 ) f = ( k 1 1 ) f d 1 + ( K 2 1 ) f d 2 = \ l( 1 1 ) f T T d l + ( K 2 1 ) f T T d 2_ = 
( p ) (K ) TT d 11 = 10
3 [ 45 1 e= 11 e 
T 10 3 [o (P2)b= (K22)b T d'= 2 
T 
10 3 [~ (P1)d= (K 11 )dT d'= 1 
o] 1 4 • 1 3 • 1 ~ ; 3] 
l:-s,s.1o 
[
-280.10-3] 
-¿_] 
5 
=-28-4,13=-32,13 t 
=-22,4 t 
~ -3] 4,13.10 1] 5,5.10-3 =-5,50 t 
-3 J 5 
[ 4,13.10- 3] 
-3 = 
-5,5.10 6,6 t 
Se tienen así los esfuerzos en les barras que tra-
bajan, pero en la barra f hay que tener en cuenta el est~do 
inicial que es una compresión de 50 t. 
Luego: 
50-32,13 = 17,87 t. de compresión. 
Llamando positiva a la tracción y negativa a la com 
presión se tiene el resultado de la figura E4.5f. 
Fig. E4.5f.- Esfuerzos en las barras 
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La obtención de lás reacciones por técnicas matriciales 
(en ejes generales x' ,y'., y con resultados en toneladas) 
es: 
1 6 -12 -2 
25 rr R = 1 + 1 -(1/ 1 ) d 1 +tK 1 ) d'--10 3 
-2 .E.ze .E., b- _;21 e· .::.L¡ \-1.2 b · -5-
-2,8.10 . 
-1o 3 [ 00 01] 
-12 
25 
[ o • ~ 1. 1 o : :] = -1 o [-1 ' 7 9 2] 
-0,55.10 1,344 
9 
E o 
[
. o ] [1 7 ' 9 2] 
-
10 
-0,55 = -7,94 
1 6 - 1 2] ] ¡ ] [ - l 25 25 0,41 0,5264 -5,264 ~3= .e.~d= <!i2,)d.~s=-lo =-1o = 
-~~ 2~ -0,55 -0,3948 - 3,94ti 
R
5
" modal=P' +P' ={(K' ) +(K' ) }d'+(K' ) .d'=10 [* -~~] ¡- 2 ' 6]+ !!.4 -1 e -1 f -1 1 e - 1 1 f -4 -1 2 . f -5 _ 1 2 9 rr 25 ~ 
+10 [-: :] ~::::] =10 t~::::] +1{:··l10 [1.::.]= ~:~:.] ·. 
Teniendo en cuenta la' soluci.ón inicial: 
[01 J R = 50 + 
-4 [ 
-50 J 
13,44 = L;,44 J 
[ 
41 
n 
+1 o -!l 
25 
[o.•1T= 10T3.736·l. 
-o,ssj ~0,9448J 
.Teniendo en cuenta la solución inicial: 
[ - 1 J [ 3 7 ' 3 6' J ~s= 5 0 o + -9,448 = ( -12,64] -9,45 .. 
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Al operar con ejes de nudo esta ~S ya sale en dichos 
ejes, lo cual es mucho más conveniente. 
En la figura E4.5g. se representan las reacciones y 
los esfuerzos en las barras: 
~ 
Apoyo 1 ; REACCJON :: O 
A"-.. 
1 22.4 t. 
5.5 t. 
Apoyo 2 : REACCJON Apoyo 3: REACCJON 
S.St 
22~v ©-..... t7.87t 
6.6 t. "l~m?i 
Apoyo 4; R EACCJON Apoyo S : REACCION 
Fig. E4.5g 
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Ejercicio 4.6. 
En la estructura entramado plano de la figura E4.6a., 
las barras lA y A2 son de hormig6n armado de m6dulo de el§sti 
cidad de 200 tcm- 2 , §rea 1 m2 e inercia 1 m4 • La barr~ 2-3 es 
un tirante sin rigidez a flexi6n; de área 10 cm 2 y m6dulo de 
el§sticidad de 2.000 t.cm- 2 • 
Se pide: 
1) Matriz de rigidez de la pieza 1A2. 
2) Desplazamiento del nudo 2. 
3) Desplazamiento del nudo A· 
4) Esfuerzos del tirante. 
1 
o 
o 
-
+- A 2 ! 
1 10 t. 
o 
o 
-' 
_L 
1· 1.00 1.00 ---t 
FJg E4 6a 
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a) La matriz de la barra 1A2 se_ puede determinar siguiendo 
varios pr~cedimientos (condensaci6n est~tica, teorema de 
Castigliano, etc.). Aquí se indica el método del centro 
elástico. 
Fig. E4. 6b 
Teniendo en cuenta 
H/2 
-+ 
. L 
Y=-X+217'2" 
X 
1 a figura E4.6b., 1 as coo.rd en a-
das de 1 centro elástico 0 1 son: 
J~ ,. L dx J i[y dx Ly ·1 
V'! o = -vr L2/2 L x=O . y= = ~ = m J L L 
J* dx f~ dx r;;-
El centro elástico ~stá situadu en el punto medio 
de la altura del triángulo. 
S~ adopta como origen de coordenadas el centro 
elástico. 
y 
Fig. Et,. 6 e 
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borras 
infinitamente 
r igidas 
Teniendo en cuenta la figura E4.6c., se aplica una 
fuerza p en el centro el~stico, el movimiento que se produce 
-.x 
en él es: 
V2 1 = 1 cose= l-o 2 
Las integrales se obtienen como sigue: 
Por lo tanto 
dx= k 11 dx 
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Análogamente con una carga p.y' 5e produce un movi-
miento vertical d , de valor: y 
En este caso se tiene: 
L L 
1 "l L L2 ~ 1 1! 2.} ~ x~dx 1 +w dx = n{Wo + L 1 no o V! 
Por lo tanto 
Para un 
que se produce en 
e = Gz ! 
dx G ~ = z z 
decir G ·V2 es = z 2 
Vi 
p = E't/2 
·· y , L 2 2 
L\31 +¡r-) 
o o 
momento G en 
z 
é 1 , es: 
L 
~ dx G ~ = z vz 
El 0 
e k33 ez --¡:-- = z 
el centro 
2.L 
VzE 1 o 
elástico, e 1 
La matriz de rígidez, del centro elástico es: 
S = K e 
.--
con s= ( px, py' G )T e= (d ' d y, e ) T z , x' z 
K= diag.(f 11 , f22' f 3 3) • 
giro 
La matriz de rígid~z general de la estructura refe 
rida al punto· o1 ,se calcula considerando la matriz de equili-
brio ~=l3 , (matriz unidad de dimensión.3): 
T k = k = -H K = -K, 12 -21 - - - K HT K H=· K -11 = - ~ 
Estas matrices, se modifican al cambiar los ejes del 
nudo 0 1 a los nudos 1 y 2, siendo las matrices de transforma-
ción estáticas: 
T = 
-1 
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o o T,= o o 
- ... 
1 o o o 
v1 ~ 
2 2 
Las matrices nuevas son k~.= T. k T 1 (i,j=1,2). 
-1 J -1 _¡ j _j 
Resultando, referido a los ejes (x,y) 
o 
o 
.Yff 4 1 1 
T kl =kl =-
-1 2 -21 o 
o 
f-1{ o 
o 
112 
-4 f-11 
24 6 6 6 
6 
En este caso, se tiene f 11 = -y .10 , f 22 =7.10 y 
f3 3=1.10 ·y la matriz de rigidez queda: 
- 1 71 -
24 o 6Vz 24 o 6Vz 7 ---=¡- --=¡ 7 
o 6 3lÍ2 o 6 +3v'2 7 7 --7 7 
6Vz 31ÍZ 11. 6v'2 3VÍ 
-1 
---:¡- 7 7 7 ---:¡-
24 o 6VÍ 24 o 6V2 k·= ---:¡ 7 7 ---=¡-
31.12 
,...... 
o 6 o 6 3V2 
-y -- --7 7 7 
6Vz 3Vz 
-1 61/2 3v'2 13 7 7 -- -- 7 7 7 
2) Movimientos del nudo 2. 
Fig. E4. 6 d 
La matriz de rígidez de la barra 2-3, corresponde 
a una barra de entramado con ausencia de rígidez de flexión, 
.es decir 1=0 
n ~] Solo se necesita conocer o (kll)b= o o 
H 
o ~] 1 o6 o 
o o· 
= 
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La ecuación resultante en desplazamientos es: 
ll+vz o 6112 d 
--y- = 7 x2 
o 6 _3112 d 7 7 y2 
6v'2 3112 1 3 e 
-- -- 7 z2 7 7 
Resolviendo el sistema, resulta 
d' =- 2,965.10- 6metros 
x2 
d' =-12 50 .1o- 6metros y2 ' 
-6 e =- 6 02 .10 radianes 
z2 ' 
3) Movimientos del nudo A. 
Los esfuerzos en el nudo 2 son: 
( ') (k' ) d 2'= 1o
6
.1o- 6 Pza= 22a 
[-2' 8 7 5] -7,06 
o 
24 
7 
o 
o 
-5 V2 
-5v2 
o 
61/2 
-2,965 
--7 
312 
-12,50 
--7 
1 3 
-6,02 7 
Estos esfuerzos trasladados al punto A resultan: 
~~.19] ~ 2' 14 
Valores que se representan en la figura E4.6e. 
= 
df= Mxdx El 
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12 .1i. 
(\ 
---2.19 
A 
Fig.E4.6e 
1 ( 4 )dx ___ 1 (12 14_~)= 11,045 Q=f
0 
12,1 -2,19x IT =El , 2 El 
- -6 8=5,52.10 rd. 
f = f: (1 2 , 1 4 X- 2 , 1 9 X 2 ) ~ 7 =rt ( 1 Z 2 1 4 
-6 f:;:2,67.10 m. 
-6 dxA=1,88.10 m; 
-6 dyA=-1,88,10 m; 
- -6 ezA~-5,52,10 rd. 
~)=5,34 
3 El 
4) Esfuerzo en el tirante; 
(P2) b= (k22) b d2 + 
p~2b f2 o o -2,965 -4,19 
p~2b = 10 6 ,1o- 6 o o o = o 
G~2b o o o o 
Este resultado está en ejes generales, En ejes lo-
cales es Pxzb= 4,19 t.+4,19. 
Esfuerzo en. e 1 t i r a n te : t rae e· i ó n + 4 , 1 9 ton , 
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Ejercicio E4.7. 
Obtener mediante la utilización de un programa de 
c~lculo matricial los esfuerzos en todas las ·barras de la -
L figura E4.7a., siendo EIT =Cte. 
r-3.00 
~3 T 
~toc+t.ooi 
1200-+-200---+-- 3.00 ---1 
Fig. E 4. la 
NOTA.- Las especificaciones de acceso al ordenador y caract~ 
rísticas de entrada de datos para los ejercicios E4.7, 
E4.8. y E4.9. se indican en el apendice a estos ejer-
cicios. 
DATOS 
NUMERO DE NUDOS 
NUHERO DE BARRAS 
NUMERO DE NUDOS CARGADOS: 
NUMERO DE APOYOS 
MODULO DE ELASTICIDAD 
COORDENADAS NODALES 
NUDO X 
.oo 
2 3.00 
3 4.00 
4 . 5. 00 
5 6.00 
6 7.00 
7 10.00 
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7 
1 1 
3 
2 
20000000. 
y 
.oo 
3.00 
1 • 50 
3.50 
1 • 5o 
3.00 
.oo 
CONEXION y 
BARRA 
1 
PROPIEDADES DE LAS BARRAS 
PRIMER NUDO SEGUNDO NUDO 
2 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
. 10 
1 1 
CARGAS NODALES 
NUDO 
3 
4 
6 
2 
2 
3 
3 
4 
4 
5 
5 
6 
PX 
.00 
. 00 
2.00 
3 
3 
4 
4 
5 
5 
6 
6 
7 
7 
PY 
-3.00 
-4.00 
.oo 
AREA 
.00212 
.00214 
.00090 
.00103 
.00112 
.00100 
. 00112 
.00103 
.00090 
.00214 
.00212 
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CONDICIONES DE CO~TORNO 
CODIGO VALORES PREESTABLECIDOS 
(O:PREESTAbLECID0,1:LIBRE) 
NUDO 
7 
RESULTADOS 
DESPLAZAMIENTOS 
NUDO 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
u 
o 
o 
NODALES 
u 
.oooo 
.0005 
.0003 
.0001 
.0002 
.0001 
.oooo 
REACCIONES NODALES 
NUDO PX 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
4.2588 
-.0000 
':",0000 
.0000 
-.0000 
2.0000 
-6.2588 
ESFUERZOS EN BARRAS 
BARRA ESFUERZO AXIL 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
1 o 
1 l 
-3.6270 
-1.8094 
1.9815 
-3.7766 
.8005 
-.9530 
-3.7994 
-.1.6562 
2.3112 
-4.2017 
"'3.2876 
V 
o 
o 
V 
u 
.0000 
.oooo 
.oooo 
-.0010 
-.o. o 1 3 
-.0011 
-.0007 
-.0003 
.0000 
py 
3.2000 
-.0000 
-3. ooo·o 
-4.0000 
.oooo 
.0000 
3.8000 
V 
.0000 
.0000 
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Ejercicio E4.8. 
En la estructura de la figura E4.aa. el nudo 4 su-
-2 fre un descenso de 1 cm. y un giro de 0,5.10 radianes en 
sentido positivo, y la barra 2-3 sufre un incremento de tem-
peratura de 40°C, Obtener mediante la u~il ización de un pro-
grama de cálculo matricial los siguientes esfuerzos y reaccio 
nes. 
a) Reacciones en 1. 
b) Esfuerzos en A (punto medio del dintel 3-5). 
6 2 E= 2.10 ton/m • 
ex= 10-5 oc-1. 
Sección de todas las barras: 0,30x0,40 2 m • 
o 
o 
O') 
l 
Á_j_ 
.~ 
1 
! i-- 6.00 --·+-~- 6.00 ----·.,..¡--- 6.0C -- -j 
Ftg. E 4. 8 a 
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Se considerará el punto A como un nudQ más, el 5 de 
la figura E4.8b. 
6 -2 
i·J e q = 2 4 • 1 o - 4 • ~ n = 2 • 1 o - 4 • 2 • 1 o . ! 2 • 1 o = 8 t • 
El estado a resolver es el de la figura E4.8b. 
A 
)/ 1 
// 1 
r-------r
3
- 8 1 
7 
Flg.E4.8 b 
DATOS 
NUMERO DE NUDOS T 
NUMERO DE BARRAS 6 
NUMERO DE NUDOS CARGADOS: 2 
NUMERO DE APOYOS 4 
MODULO DE ELASTICIDAD 2000000. 
COORDENADAS NODALES 
NUDO X V 
.oo .oo 
2 6.00 6.00 
3 12.00 6.00 
4 12.00 
5 15.00 
6 18.00 
7 18.00 
CONEXION y PROPIEDADES DE 
BARRA 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
CARGAS NODALES 
NUDO 
2 
3 
CONDICIONES DE 
PRIMER NUDO 
1 
2 
3 
3 
5 
6 
PX 
-8.00 
8.00 
CONTORNO 
- 1 7 9· -
-3.00 
8.25 
10.50 
-3.00 
LAS BARRAS 
SEGUNDO NUDO 
PV 
.oo 
.oo 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
MZ 
.oo 
.00 
AREA .. ~1. DE INERCIA 
.12000 .00160 
.12000 .00160 
.12000 .00160 
.12000 • 00.160 
.12000 .00160 
.12000 .00160 
CODIGO VALORES PREESTABLECIDOS 
(o: PREESTABLECIDO, 1:LIBRE) 
NUDO u V RZ u V RZ 
1 o o o .oooo .oooo .oooo 
4 o o o .0000 -.0100 .0050 
6 o 1 1 .0000 .oooo .oooo 
7 o o .0000 • 0000. .oooo 
RESULTADOS 
DESPLAZAMIENTOS NODALES 
NUDO u V RZ 
.0000 .0000 .oooo 
2 .0070 -.0069 -.0010 
3 .0072 -.0099 -.0006 
4 .oooo -.0100 .ooso 
5 .0050 -.0070 .0021 
6 .oooo -.0001 . o o 1 9 
7 .oooo .oooo -.0010 
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REACCIONES NODALES 
NUDO PX PY .MZ 
-.8345 -.3259 1.8925 
2 -8.0000 -.0000 • 00.00 
3 ~.0000 .0000 .oooo 
4 -1.4150 -2.1857 8.3697 
5 -.0000 -.oooo -.0000 
6 2.3516 .oooo -.0000 
7 -.1020 2.5116 .oooo 
ESFUERZOS EN BARRAS 
BARRA . NUDO FX FY MZ 
1 1 -.8205 .3597 1.8925 
2 .8205 
-.3597 1.1594 
2 2 -8.8345 -.3259 -1.1594 
3 8.8345 .3259 -.7960 
3 3 -2.1857 L4150 4.3652 
4 2.1857 -1.4150 8.3697' 
4 3 -3.3066 -.6596 -3.5693 
5 3.3066 .6596 1.0959 
5 5' -3.3066 -.6596 -1.0959 
6 3.3066 .6596 -1.3775 
6 6 2.5116 . 1 02 o 1.3775 
7 -2.5116 -.1020 .0000 
- 1 81 -
Ejercicio E4.9. 
La estructura emparrillado plano de la figura E4.9a. 
está sometida a una carga vertical uniforme de 2 t/m. sobre 
la barra 3-5. Obtener los esfuerzos en todas las barras, median 
te la utilización de un programa de cálculo matricial. 
Fig. E4.9 a 
Todas las barras tienen igual luz = 6 m. y caracte-
rísticas elásticas: 
6 -2 Et= 3.10 t.m 
1= 0,0050 m4 (inercia a flexión) 
Jc 0,0030 m4 (inercia a torsión) 
v= o, 2 o 
Los nudos 2 y 5 están totaJmente empotrados y el nu-
do 1 articulado a flexión (el giro a torsión y movimiento ver-
tical están impedidos), y el nudv 4 tiene impedidos el giro a 
flexión y el movimiento vertical. 
7: 
1 
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Dado que el programa utilizado solo admite la posl 
bi 1 idad de <..argas en los nudos, es preciso real izar la descom 
posición en estados de la figura E4.9b. 
5 
-
Y' ... l--• + A ~ 1~---M~x~·~3~~~~·----0~y~·3~----~ ;3 x· 3 
i 
~ 
2 2 
Estado· i me 10 l E.stado modal 
Fig E 4 9 b 
Resultando: 
Solución final =solución inicial +solución modal. 
La solución inicial es inmediata y sólo afecta .a la barra 3-S. 
La solución modal se obtiene mediante el programa de c¡lculo 
matricial. 
DATOS 
NUMERO DE NUDOS 5 
NUMERO DE BARRAS 4 
NUMERO DE NUDOS CARGADOS: 1 
.NUMERO DE APOYOS 4 
MODULO DE ELASTICIDAD 3000000.' 
COEFICIENTE DE POISSON .200 
- 183 -
COORDENADAS NODALES 
NUDO X z 
1 .oo .oo 
2 6.00 -6.00 
3 6.00 .oo 
l¡ 12.00 .oo 
5 6.00 6.00 
CONEXION y PROPIEDADES DE LAS BARRAS 
BARRA PRIMER NUDO SEGUNDO NUDO 1 N. A FLEXION 1 N. A TORSION 
1 3 .00500 .00300 
2 2 3 - .00500 .00300 
3 3 l¡ :oosoo .00300 
l¡ 3 5 .00500 .00300 
CARGAS NODALES 
NUDO MX PY MZ 
3 -6.00 6.00 .oo 
CONDICIONES DE CONTORNO 
CODIGO VALORES PREESTABLECIDOS 
(O:PREESTABLECIDO, 1 :LIBRE) 
NUDO RX V 
. 1 o o 
2 o o 
l¡ o 
5 o o 
RESULTADOS 
DESPLAZAMIENTOS NODALES 
NUDO RX 
1 .0000 
2 .oooo 
3 -.0003 
l¡ 
-:.0003 
5 .oooo 
RZ 
o 
o 
o 
o 
V 
.oooo 
.oooo 
.0023 
.0000 
.0000 
RX 
.óooo 
.oooo 
.oooo 
.0000 
RZ 
.0006 
.oooo 
-.ooo2 
.0000 
.0000 
V RZ 
.oooo .0000 
;oooo .0000 
.0000 .0000 
.0000 .oooo 
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REACCIONES NODALES 
NUDO HX py MZ 
• 1 81 8 -.6667 -.0000 
2 4.2597 -1.1775 .0952 
3 -6.0000 6.0000 .0000 
4 .0000 -1.5238 4.9524 
5 -7.1688. -2.6320 .0952 
ESFUERZOS EN BARRAS 
BARRA NUDO MX FY MZ 
.. 
• 1 81 8 -.6667 -.0000 
3 -.1818 .6667 -4.0000 
2 2 .0952 -1.1775 -4.2597 
3 -.0952 1.1775 -2.8052 
3 3 ,0000 1. 5238 4.1905 
4 .oooo -1.5238 4.9524 
4 3 -.0952 2. 6320· 8.6234 
5 .0952 -2.6320 7.1688 
Los esfuerzos en 1 a barra 3-5 serán, teniendo en 
cuenta 1 a figura E4.9c.: 
Fig. E 4. 9 e 
M =-6 
z35 + 8.6234 = 2.6234 m. t. 
M 
z53 = 6 + 7.168? =13.1688 
p =-6 + 2.632 = 3.368 t. y35 
p =-6 
-
2.638 =-8.638 y 53 
Todos los demás esfuerzos no varían. 
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APENDICE A LOS EJERCICIOS 4.6, 4.7, 4.8 SOBRE. RESOLUCION DE 
ESTRUCTURAS MEDIANTE PROGRAMAS GE CALCULO MATRICIAL. 
1. GENERALIDADES 
Los programas disponibles en el Centro de Cálculo 
de la Universidad de Santander son: 
CELOSIA (Versión 1) para la resolución de estructuras arti-
culadas planas, con las siguientes 1 imi 
taciones: 
Máximo n5mero de nudos: lOO 
Máximo número de barras:lOO 
Semiancho de banda máximo:20 
Máximo número de apoyos:20 
ENTRAMADO (Versión 1) para la resolució~ de estructuras re-
ticuladas planas, siendo sus 1 imita--
cienes: 
Máximo número de nudos: 50 
Máximo número de barras:100 
Máximo número de.apoyos:20 
Semiancho de banda máximo:21 
- -· -· -- ··- .. .. 
EMPARRILLADO (Versión 1) para la resolución de emparrilla--
2. ACCESO AL ORDENADOR. 
dos, con las mismas limitactones-
que el programa ENTRAMA~O. 
Para 1~ ejecución de cualquiera de ~stos tres pr~ 
gramas deberá disponerse la siguiente secuencia de tarjetas 
( b: espacio en blanco; ~=cero). 
TARJETA 1 
JOBbCAMI .EST.~S 
TARJETA 2 
PASSWORDbESTRUCTURAS 
TARJETA 3 
DELETEbCEL.DAT 
DELETEbENT.DAT 
DELETEbEMP.DAT 
si se trata de ejecutar el programa CELOSIA, 
si es en él caso del ENTRAMADO, o bien 
TARJETA 4 
CREATE/IbCEL.DAT 
CREA TE 1 1 b E IJT . O A T 
CREATE/IbEMP.DAT 
si es en el EMPARRILLADO. 
o bien 
o 
según sea el caso. 
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GRUPO DE TARJETAS 5 
En este lugar irá una. serie de tarjetas con los da 
tos del problema, según estructura del apartado 3 del prese.!l 
te apéndice. 
TARJETA 6 
) 
Esta tarjeta sólo 1 levará un paréntesis derecho en su prl 
mera posi.ción. 
TARJETA 7 
XbC ELOS lA ó 
XbENTRAMADO ó 
XbEMPARRILLADO en cada caso. 
TARJETA 8 
RENAMEb CEL.OUTb (nombre del problema) 
RENAMEb 'ENT.OUTb (nombre del problema) 
RENAMEb EMP.OUTb (nombre del problema) 
TARJETA 9 
QPRINTb (nombre.del problema) 
TARJETA 10 
DELETEb (nombre del problema) 
TARJETA 11 
BYE 
TARJETA 12 
END 
3. ENTRADA DE DATOS. 
o bien 
o 
según los casos 
La entrada de datos se real iza con formato 1 ibre por 
lo que se puede emplear el número de decimales que se quiera, 
debiéndose separar simplemente los nGmeros entre sf por una co 
ma. 
3.1. DATOS DEL PROGRAMA CELOSIA. (Versión 1) 
Deberá disponerse la siguiente secuencia de tarjetas: 
1) TARJETA DE PARAMETROS BASICOS. Una tarjeta que contenga 
el número de nudos, número de barras, número de nudos car 
. -
gados, número de apoyos, y el módulo de elásticidad del 
material. 
2) TARJETAS DE COOR~ENADAS NODALES. Habrá tantas tarjetas co 
. -
mo nudos y cada una de ellas contendrá el· namero del nudo, 
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su abscisa X y su ordenada Y. 
3) TARJETAS DE CONEXION Y PROPIEDADES DE LAS BARRAS. Habrá 
tantas tarjetas como barras tenga la estructura, conte-
niendo cada una de el las el número de la barra, el núm~ 
ro de su primer nudo, el número de su segundo nudo, y 
el área de su sección recta. 
4) TARJETAS DE CARGAS NODALES. Habrá que disponer tantas 
tarjetas como nudos cargados haya. Cada tarjeta conten-
drá el número del nudo, la componente x de la carga y 
la componente y, en ejes generales. 
5) TARJETAS DE DATOS DE LOS APOYOS~ Tantas tarjetas como 
apoyos existan. Cada tarjeta contendrá el número del 
nudo, el código de la condición de apoyo para la com-
ponente del desplazamiento en la dirección x, idem en 
la dirección y, y los valores preestablecidos de las 
componentes x e y·del desplazamiento. 
Código 
El código de condiciones de apoyos es el siguiente: 
indica que el desplazamiento correspondiente no 
esta coaccionado, es decir, no es conocido. 
Código O índica que el desplazamiento correspondiente esta 
coaccionado y es conocido (Desplazamiento impues-
to o apoyo). 
En el caso del código O, se dará el valor del movi-
miento (O en el caso de apoyo fijo y.el valor especifi 
o -
cado si existe un asiento). 
En el caso del código 1, cualquier valor del movi-
miento no se interpreta, ya que se supone desconocido. 
Se aconseja suponer .. el valor O al movimiento. 
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3.1 .1.EJEMPLO 
La secuencia de tarjetas de datos correspondientes 
a la estructura E4.7. serfa (cada lTnea corresponde a una tar 
jeta): 
7 , 1 1 ' 3 ' 2 , 20000000. ( 1 ) 
1 , o . , o. 
2, 3 • , 3. 
3 , 4. , 1.5 
4, 5 . t 3.5 (2) 
5~ 6. , 1.5 
6, 7 • t 3. 
7, 1 o. , o. 
1 , 1 , 2 t .00212 
2, 1 , 3, .00214 
3 ' 2, 3, .0009 
4' 2, 4, .00103 
5 ' 3, 4' .00112 ( 3) 
6, 3 , 5' .001 
7 , 4, 5 ' .00112 
8 ' 4, 6, .00103 
9, 5, 6, .0009 
1 o. 5. 7. .00214 
1 1 ' 6, 7 t .00212 
3 t o . , -3. 
4 ' o • ' .- 4. 
(4) 
6, 2. t o. 
1 ' o' o, o . ' o. (5) 
7 ' o' o' o. ' o. 
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3.2. DATOS DEL PROGR-AMA ENTRAMADO (Versión 1) 
La sec~encia de tarjetas ha d~ ser la siguiente: 
1) TARJETA DE PARAMETROS BASICOS. No varía. 
2) TARJETAS DE COORDENADAS NODALES. No varía. 
3) TARJETAS DE CONEXION Y PROPIEDADES DE LAS BARRAS. Es ne 
cesario dar el momento de inercia de cada barra. Habrá 
una tarjeta por cada barra, conteniendo el número de 
la barra, el número de su primer nudo, el del segundo 
nudo, el área de su sección recta, y el momento de 
inercia. 
4) TARJETAS DE C~RGAS NODALES. Para cada nudo cargado ha-
brá una tarjeta que contenga el número del nudo, y las 
cargas P , P- y G c~rrespondientes a ese nudo. X y 
5) TARJETAS DE DATOS DE LOS APOYOS. Es igual que para el 
programa CELO S 1 A pero e o n s i de r ando t res g r a dos de 1 i be!. 
tad en lug~r de dos. Por cada apoyo habrá una tarjeta 
conteniendo el número del nudo, los códigos de las in--
cógnitas u, v y e, y Jos valores preestablecidos, si 
procede, de las mismas. El sistema de códigos es simi-
lar al del programa CELOSIA. 
3.2.1. EJEMPLO 
Para la estructura del ejercicio E4.8. la entrada de 
datos sería la siguiente: 
7, 6, 2, 4, 2000000. 
1, o., o. 
2, 6., 6. 
3 ' 1 2 • ' 6 • 
4,12.,-3. 
5,15., 8.25 
6,18.,10.5 
7,18.,-;a.· 
1, 1, 2, .• 12, .0016 
2, 2~ 3, .12, .0016 
( 1 ) 
( 2) 
(3) 
3' 3 ' 4 , • 1 2 ' .0016 
4 , 3, 5 ' • 1 2 t • 001 6 
5 ' 5 ' 6 ' • 1 2 ' .0016 
6' 6, 7, • 1 2 ' • o o 1 6 
2,-8., o., o. 
3, 8., o., o. 
1 , o' o' o, o . ' o . ' 
4, o, o, o ' o.,-.01, 
6, o, 1 , 1 , o . ' o. ' 
7 ' o, o ' 1 ' o . ' o . ' 
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( 3) 
(4) 
o . 
.005 
o • (5) 
o . 
3.3. DATOS DEL PROGRAMA EMPARRILLADO. (Versión 1) 
Las vartaciones con respecto al ~rograma ENTRAMADO 
son mínima·s. 
1) TARJEtA DE PARAMETROS BASICOS. Es necesario dar el va 
lor del coeficiente de Poisson. Esta tarjeta contendrá el nú-
mero de nudos, número de barras, número de nudos cargados, --
número de apoyos, módulo de elasticidad, y coeficiente de Poi 
sson. 
2) TARJETAS DE COORDENADAS NODALES. No varía. 
3} TARJETAS DE CONEXION Y PROPIEDADES DE LAS BARRAS. Habri 
una tarjeta por cada barra conteniendo el número de la barra, 
el número de un primer nudo, el del segundo nudo, su momento 
de inercia 1, y su inercia a la torsión J. 
4) TARJETAS DE CARGAS NODALE~. Una tarjeta por cada nudo 
cargado, que contenga el número del nudo, el valor de G , el 
X 
de P , y el de M • y z 
5) TARJETAS DE DATOS DE LOS APOYOS. Por cada apoyo habrá 
una tarjeta conteniendo el número del nudo, los códigos de las 
incÓgnitas 8 , V y 8 , y los Valores preestablecidos, SÍ pro-X y Z 
cede, de las mismas. El sistema de códigos es similar al del 
programa CELOSIA. 
- 191 -
3.3.1. EJEMPLO 
~ara la estructura del ejercicio E4.9. la entrada 
de datos # ser1a la siguiente: 
5, 4, 1, 4, 3000000., .2 ( 1 ) 
1 ' o. ' o. 
2' 6 • ' -6. 
3' 6. ' o. 
4' 1 2 • , o. 
5' 6. ' 6. (2) 
1 ' 1 ' 3 , .005, .003 
2, 3 ' 4, .005, .003 
3' 2 ' 3' .005, .003 
4' 3' 5 ' • o o 5' .003 ( 3) 
3, -6., 6., o. (4) 
1 ' o, o' 1 ' o. ' o. ' o. 
2' o, o ' o, o. ' o. ' o. 
4, 1 , o , o, o. ' o. ' o. 
5 ' o' o' o' o . ' o. ' o . (5) 
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Ejercicio E5.1. 
Determinar los movimientos en todos los nudos de la 
estructura entramado plano de la figura E5.1a. 
Todas las barras son de hormigón con E=3.10 6 t.m- 2 
y sección 0,50.0,20 m. 
Pieza rÍgida 
~ 
¡ ..... ~ --5.00 --+1.00+-- 5.00 
F1g. E 5 1 a 
~· 
• 
ª 
o 
o 
~ 
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Se tomarán como nudos los expresados en la figura 
ES. lb. 
Fíg. ES./ b 
Teniendo en cuenta la figura E5.1c. y planteando 
el equilibrio.se tiene: 
t Pylc 
P' = 
x2 
P' = ¡2 
G' = 
z2 
Gz1c 
~ 
Gz 2 
~ ~ ~·~~~~~~ 
t Py2 o 
-1 
Fig. ES. 1 e 
p 
xlc 
p 
ylc 
G · +P -P 
z1c ylc xlc 
o o 
o 
p~2 
P' y2 
G' 
z2 
P- 1 x e 
p 
y1c 
G 
zlc 
= 
Teniendo en cuenta la figura E5.1d. la compatibill 
dad se puede expresar como sigue: 
1""' 
d = d' -e' .1 el x le xlc x2 z2 
d = d~2+6~2.1 d = ylc ylc 
6 = 6~2 6z1c zlc 
- 194 -
~· o -1 d 1 x2 
t = o d' y2 
o o 1 e~2 
*t 
TN 
F1g. E5.1d 
Con estas matrices de transformación se puede pa-
sar de ejes locales a generales. Para el ensamblaje d~ben de 
observarse las relaciones. 
p x 1 e= { K 1 1 } e • d x 1 e+ { K 1 2 } e • d x 2 e -+ [ p ~ 1 e] ÑU O O 2 ~ ~ • { K 1 1 } e • T ~ t, • ~2 + 
{K''" } 11 e 
T~{K12}c.T~ ~J 
{ Kll} b 
{ Kl2} b o 
K• { Kl2} b 
{Kl2}b+ 
{Kll}c 
o 
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EA 
--L 
6 3.10 .0,5.0,2 
L { 
L•5 
L=6 
6 . 2 3.10 .0,1 .0,2= b00.10 
6 2 10 .0,5.0,1• 500.10 
6 1 3 
-3 6 2 
12EI 12:3.10 •"f2•0,2.0,5 rL=5 3.0,2.10 .10 =6.10 
-= 3 L3 L3 L•6 03g .1o 5-3,47.1o 2 
6 1 3 L=5 4 2 0,1.3.0,5.10 =15.10 
6EI 6.3.10 •12•0,2.0,5 
{ L•6 0,53 6 2 -= L2 L2 0,1 .3.-rb .10 =10,4.10 
6 1 3 L•5 5 2 { 0,2.0,25.10 =50.10 4EI 4. 3 • 1 o • 12" o, 2. o, 5 3 
--
03. 5 .10 5=41,7.10 2 L L L=6 
6 1 3 { L•5 ~ .. 25.10 2 2EI 2.3.10 "12"0,2!0,5 
--
2 L L L•6 ~ - 20,8.10 
600 o o o -1 o 
{K22}a=102. o 6 -15 {K • } .. 22 a 1 o o 
o -15 50 o o 1 
o 1 o 6 o 1 5 
{K22}a -1 o o 2 .. 10 ' o 600 o 
o ·o 1 5 o 50 
[ 6~0 o 1:] {Kl1 }b•{K11 }b= 1 02·• 6 
1 5 50 
í-6oo o o 
{K~2}b•{K12}b•102! l ~ -6 1 5 -15 25 
t6~o o 
-1:} 2 {K21}b•{K21}b= 10 • -6 
1 5 25 
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[600 o . -1~] {K22}b{K22}b=102 ~ 6 
-15 50 
[600 o o] {K } =10 2 O 6 1 5 1 1 e 
o 1 5 50 
o o o -1 600 o -600 
{K 1 } = o o ~ K11 } e o 1 2 o 6 21 11 e = 1 o •. 
-1 1 o o -600 21 686 
l6oo o 1 ~l {K12}c=102. ~ -6 
-15 25 
D o o o -600 o 
1 ~l {Kl2}e= o o { Kl 2} e o o 2 o -6 . =1 o . 1' 
-1 1 . 1 o o 600 -21· 40 
r-600 o -1~] {K21}e=102 O -6 
L O 1 5 25 
o ~] { K21} e¡ o -:] -600 o 600] {K 1 } = o 1 1 . 2- o -6 -21 21 e = 1 o .• 
o o o 1 o 15 40 
. [600 o -1~] {Kh}c={K22}c=102. ~ 6 
-15 50 
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[500 o -1~,4] {K22}d=1Dz. ~ 3,47 
-10,4 41 , 7 
{K2zldc[~ - 1 JK22}dt ~] [ ~. 47 o 1 ~· 4] o o =10 2 . .500 o o 1 o' 4 o 41 , 7 
606 o 1 5 -600 o o o o o 
p =O 
-1 o 606 1 5 o -6 1 5 o o o ~1 
1 5 1 5 100 o -15 25 o o o 
o 
2 
-600 .:.o o 1200+K o -600 -600 o o dx2 1 o .• 
-J·oo o -6 -15 o 12 6 o -6 1 5 d y2 
o o 1 5 25 -600 6 736 600 -21 40 e 
z2 
o o o -600 o 600 603,5 o 1 o, 4 
p =O o o o o -6 -21 o 506 -15 
.2.3 
-3 
o o o o 1 5 40 1 o, 4 -15 91 , 7 
Aplicando condensación estática: 
. O= Kll E., + K12 ;!.2 
-1 
K12 d? -+ d =-K 
-1 11 -... 
!.2={- K21 -1 -1 O= K32 !2 + K33 ~ -1 K32 !z Kl 1 K12+K22-K23K33K32}d2 -+ ~3=-K33 
En lugar de utilizar la constante K para introducir 
1 as condiciones de contorno, es mejor modificar 1 a matriz de 
rígidez (dx2=0): 
606 o 1 5 o o o o o o 
o 606 1 5 o -6 1 5 o o .O 
1 5 1 5 1oo· o -1 5 25 o o o 
o o o 1 o o o o o 
1 o2 o -6 -15 o 1 2 6 o -6 1 5 
o 1 5 25 o 6 736 600 -21 40 
o o o o o 6oo 603,5 o 1 o, 4 
. 
o o o o -6 -21 o 506 -15 
o o o o 1 5 40 1 o' 4 -15 91 , 7 
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0,37 o o 
.;..1 1 0,37 99,63 -1 5 ; --1 
-2,2816 3,833 Kll = 60150 
[ 99.63 
-15 -15 
•15] 
606 
[o 
-K21'Ktl'K12= ~ 
3,833 -6,48 
76,51 
-1 1 
-0,258 K33= 46o84,s. 
-8,72 
o 
-too o 
o o 
-0,258 -8,72 
91 1 52 
1 5 
o 
7,235 
4,86 
1 5 
506 
o 1 d 2 4,86 d:2 
122,87 .• ez2 
J .. 
7,235d 2 + 4,86e 2 =-1 y z . 
4,86d 2 + 1z2.87e 2= o ·Y z 
o -0,0037 0,00614 
-1 d1=-K 11 K12 d2= o 0,0062 .-0,0186 
o 0,1496 -0,2481 
d = 6,0 mm. 
x1 
d = -1 , o mm. y1 
e = -0,0227 rd. 
z1 
[o o 
-1 
-K23 .K33 .K32 = O -2,483 
o -4,975 
d =O 
x2 
~ r-1]=[7,235 lo 4,86 
d = o 
~ x2 
d = -14,2 cm. y2 
e = 0,00562 z2 
o 0,006 
-0,142 = -0,001 
0,00562 
-0,0227 
rd 
[o o,oo28 
-o, 9887¡ ¡0.~14+ lo, oo6] -1 0,032 0,0008 d3=-K33 K32 d2= O 0,0~7 
o -0,1627 -0,3188 0,00562 0,0213. 
d = 
x3 -6,0 mm. 
dy3= -o,a mm. 
e = 0,0213rd. 
z3 
o 
-4,975 
-606,65 
. [:::] 
o 
-:] d = o 1 d = 1 e -2 
o o 
- 199 -
o -1H o l o 1  o.o1~2 
o o 1 o.oo562 
d = -5 6 
x1e ' mm. · 
d 1 =-13.64 cm. Y e . 
e 1 = o' o o·s 6 r d o e 
= 
-0,0056l 
-0.1364 
·0,0056J 
2 
3 
2 
3 
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Ejercicio E9.1. 
Determinar las funciones de forma de los elementos 
con continuidad C0 , de tipo rectangular de la figura E9.1a. 
1) 
~V 
1 
u 
4 
4) 
~ V 
7 1 
u 
4 
S 
2 
3 
2 
3 
2} 
+v 
1 
! 
! 
S 
S 
Fig. E 9. 1 a 
3) 
V 
1 2 
u 
4 3 S 4 -
6} 
4 V 
1 7 1 
6 u 8 6 
4 3 4 
5 
2 
3 
T2 
1 
+ 1 
-L3 
1) 
V 
J--1 + ~ 
Fig. E!J.lb 
1 N1= 'Il(l+u) (l+v) 
2) 
V 
1 
u 
5 l. 
Fig. E9. ld 
1 
u 
4 
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N = 1 
N = 2 
N = 3 
N4= 
t 
1 
u* 
1 
'Zi(l+u) (l+v) 
1 
'Zi(l-u) (l+v) 
1 ¡(1-u) (1-v) 
j¡(1+u) (1-v) 
Fig. E!J. 7 e 
V 
1 N2 = T ( 1 - u )( 1 • V ) 
Para el nudo 5(0,-1), los valores de 
las funciones de forma anteriores son: 
NS-o N5-o N5_1 ,- , 2- t 3-2 Ns_ 1. y 4- 2 
La función de forma N5 es: N5= 1-u
2 
, 
por lo tanto las nuevas funciones de 
forma son: 
1 N = 1¡"(1+u) (1+v) -1 
1 N = 1¡(1-u) (1+v) -2 
1 N = 1¡"'(1-u) (1-v) -3 
1 
N4= 'Ii(1+u) (1-v) -
N = 1-u 2 5 
. 3) 
V 
2 1 
6 u 
3 S l. 
Fig.E9. 1 f 
N5 
1 
N5 
2 
N5 
3 
N5 
4 
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1 N = 4 (1+u) (l+v) 5 
1 N = 1¡"'(1-u) (1+v) 5 
1 1 2 1 N = -(1-u) (1-v)--(1-u )=-¡(1-u) (1+2u+v) 5 4 2 
1 1 2 1 N = ¡(1+u) (1-v)-2(1-u )=-¡(1+u) (1-2u+v) 5 
Fig. E9.1 ~ 
Para el nudo 6(1,0), los valores de la 
función de forma anteriores son: 
6 1 6 6 6 1 6 N1=z , N2=0 , N3=0 , N4=2 , NS=O 
2 La funci6n de forma nueva N6 , es: N6=1-v , 
por lo que se obtienen las nuevas funciones 
de forma: 
2 
3 
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1 6 1 ·1 2 1 N1= ¡(1+u) (1+v) - N1 N6=¡(1+u) (l+v)-2(1-v )=-¡(1+v) (1+u-2v) 
1 6 1 N2= "4(1-u) (1+v) - N2 N6=4(1-u) (1+v) 
N 3 ~-.)¡1 (1+u) (1+2u[l v) - N~ N 6=-.)¡(1~u) (1+2u+v) 6 1 2 2 N4=-4(1+u) (1-2u++-v) - N4 N6=-4 (3-u+v-2u +uv-v ) 
V 
1 N3•--l1- uH1 • 2 u •vl 4 . 
N = 1- v2 
Fig. E9.1g 
.. 4) 
Para el nudo 7(0,1), los valores de las 
funciones de forma anteriores son: 
V 
7 1 
-
u La nueva funci6n de forma N7 es: 
4 
5 
1 2 N 7 =2 ( 1 - u ) ( 1 + v ) , p o r 1 o q u e s e o b t i e n e n 
Fig- E9.1 h las nu~vas funciones de forma: 
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1 7 1 1 2 1 . N1= 1f(1+u) (1+v) - N1 N7=¡(1+u) (l+v)-4 (1-u ) (1+v)='Iiu(1+u) (1+v) 
1 7 1 1 2 1 . N2= 4(1-u) (1+v) - N2 N7=4(1-u) (1+v)-4 (1-u ) (1+v)-4 u(1-u) (1+v)= 
1 
-4u ( 1.- u) ( 1 - v) 
1 7 1 1 2 1 N3=-4(1-u) (1+2u+v) - N3 N7=-4(1-u) (1+2u+v)+4(1-u ) (1+v)=-4 u (1-u) (1-v) 
N S~ 1 - u 2 - N ; N 7 = 1 - u 2 - ~ ( 1 - u 2 ) ( 1 + v) =t ( 1 - u 2 ) ( 1 - v ) 
1 2 N
7
= 2 (1-u ) (1+v) 
-r 3 
1 
..L 
5) 
V 
2 ? 
3 1 
S 
F1g. E9. 1 ¡ 
1 
6 u 
L. 
Para el nudo 6(1,0), los valores de las 
funciones de forma anteriores son: 
6 1 N4=2 
La función de forma nueva N6 es: 
por lo tanto. las nuevas funciones de for-
ma son: 
8 
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1 6 1 1 21 2 N 1 = 'Iiu ( 1 +U ) ( 1 +V ) - N 1 N 6 ='Iiu ( 1 + U ) ( 1 +V ) - l ( 1 - V ) ='Ii ( 1 +V ) ( U +U - 2 + 2 V ) 
N2=-i¡-u (1-u) (1+v) - N~ N6=-i¡-u (1-u) (1+v) 
N3=-tu(1-u) (1-v) -N; N6=-i¡-u(1-u) (1-v) 
N 4 = tu ( 1 +U) ( 1 -V) - N~ N b = tu ( 1 +U) ( 1 -V) - ~ ( 1 -V 2 ) =t ( 1 -V) (u"!'" u 2 - 2-2 V) 
3 
6) 
V 
2 7 1 
6 u 
3 4 
S 
Fig. E9.7t 
V 
Fig.ESJ.1 k 
N =-11-ul(l-vl S 2 
Para el nudo 8(-1,0), los valores de 
las anteriores funciones de forma son: 
8 1 8 1 N =-- · N =-1 2 , 2 2 
8 N =O· 5 . , 
La función de forma nueva N8 es: 
1 2 N 8 =2 ( 1 - u ) ( 1 - v ) 
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1 -2 8 1 2 1 2 N1= 'Z¡"(l+v) (u+u -2+2v)-N 1N8='i(l+v) (u+u -2+2.v)+4 (1-u) (1-v )= 
1 2 1 . q ( 1 +V ) (U - 1 +V+ U V ) =1¡" ( 1 +V ) ( 1 +U ) (U+ V- 1 ) 
1 8 1 1 2 1 N2=-'Z¡"u{1-u) (1+v)-N 2N8=-'liu{1-u) {l+v)-'1¡"(1-u) (1-v )=-'1¡"(1-u) (1+v) (u-v+l) 
. 1 8 1 1 2 1 N
3
=-'lfu(1-u) (1-v)-N
3
N8 :=-'Z¡"u(1-u) (l~v)-4(1-u) (1-v )=-4 {1-u) (l+v) (u+v+l) 
·1 2 8 1 2 1 . 2 N 4 = 'lf ( 1 -V) (U+ U - 2-2 V) -N 4 N 8 =4 ( 1 -V) {U+ U -2- 2 V) +Lf { 1 -U ) ( 1 -V ) = 
1 2 1 q ( 1 -V) (U - 1 -V- U V) =4 ( 1 -V) (U+ 1 ) (U- V -1 ) 
1 2 N5= 2 (1-u ) (1-v) 
N6= 1-v
2
-r(1-u) (1-v 2 )=~(1+u) (1-v 2 ) 
N}= ~(1-u 2 )_(1+v) 
1 2 Ns=.'2(1-u)(1-v ). 
::=· 
Fig. E9_ 1m 
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Ejercicio E9.2. 
Determinar las funciones de forma de los elementos 
con continuidad C0 , de tipo triangular de la figura E9.2a. 
Utilizar coordenad~s naturales o triangulares. 
Fig. ES. 2a 
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1) Las funciones de forma son: 
2) 
1 ) 
3~1 
2) 
2 
Fig. E9. 2 b 
Fig. E9. 2 e 
3Dl 
4 
Fig. E9.2 d 
2 
N1=L 1 
N2=L2 
N3=L3 
Para el nudo 
4(1/2,0,1/2), los 
valores de las 
funciones de for 
ma anteriores son: 
4 1 4 4 1 N=- ··N =O ·N=-12' 2, 32 
La nueva función 
de forma N4 , es: 
N4= 4 L 1 L3 
Por lo tanto 
N = 1 
N = 2 
N = 3 
N4= 
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4 
L 1 -N 1 N4= L 1. - 2 L 1 L 3 = L 1 ( 1 - 2 L 3 ) 
4 
L2 -N2 N4= L2 
4 
L3 -N 3 Nl¡= L3-2L 1L3= L3 (1-2L 1) 
4L 1L3 
2 2 
Fig. E!J. 2 t 
1 1 Para el nudo 5(2 , 2 , O), los valores de las 
anteriores funciones de forma, son: 
N5=l • N5=l • N5=0 • Nl¡5=o 12' 22' 3' 
La nueva función de forma N5 , es: 
N5= l¡L1L2 
Por lo tanto: 
: 5 N 1 = L 1 (1 -2 L 3 ), -N 1 N S= L l ( 1 -2 L 3) • 2 L 1 L 2 = L l ( 1 -2 L 2 • 2 L 3 ) 
5 N2= L2-N 2 N5=L 2-2L 1L2=L 2 (1-2L 1) 
N4= 
N = 5 
4) 
4L 1 L3 
4L 1 L2 
4) 
2· 
ü 3 . 1.. l 
F1g. E!) 2 h 
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3) 
2 
3D, 
4 
Fig.E9.2f 
2 
N 1 :: L11 1- 2 L 2-2 L 3 ) 
Fig·. ~!). 2 g 
Para el nudo 6(0, 1/2, 1/2), los va-
lores de las anteriores funciones de 
forma son: 
6 61 61 6 6 N1=0 ; N~=¡ : N3=y ; N4=o ; N5=o la 
nueva función de forma N6 , es: N6=4L 2L3 
. 
Por lo tanto: 
N1= L1 (1-2L 2-2L 3 ) 
6 N2= L2 (1-2L 1)-N 2 N6=L 2 (1-2L 1)-2L 2 L3=L 2 (1-2L 1-2L 3 ) 
6 N3= L3 (1-2L 1)-N 3 N6=L 3 (1-2L 1)-2L 2L3=L 3 (1-2L 1-2L 2). 
N4= 4L 1 L 3 
NS= 4L 1L 2 
N6= 4L 2 L 3 
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Ejercicio E9.3. 
A) Deducir 1 os po 1 i nom i os de Lag range de orden 1, 
2 y 3. 
B) Aplicación a la obtención de las funciones de 
forma de los elementos finitos triángulares e~ 
C) Comprobar en el elemento triangular de elastici 
dad p 1 a na 1 os re que r i m i é n tos de e o n ve r g_e n e i a • 
Fig.E9. 3a 
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A) Una función polínomica de grado n, f(x) que toma 
los valores f. para x=x., con i=1,2 ••• ·n, es: 
1 1 
n 
f(x)= .L P~(x) f(x) 
1=o 1 
siendo: donde: 
p~(x) 
n 1 
P. (x)= ~n~-
1 P. (x.) 
1 1 
·. (x-x 0 )(x-x.)·.·.~·.{x-x.) p ~ (x) = . --·-·- ___ L_ . _______ .L. ·--
1 x-x. 
1 
S i 1 os puntos x 0 , x·1 , x 2 • • • x n es t á n a i n ter va 1 os 
iguales, en un intervalo L se obtiene con x.=h. 
1 n 
1)1er d 1 x 1· 
-oren· {lineal) f.o(x)=1-r =po 
L--1 
i 
.......,.. ____ ~ 
o 
Fig.E9.3b 
2) 2~ orden (cuadrático) 
1-- l. --...;-· ·- .h. ___j 
1 2 2 -----¡ 
o . i 2 
Fig. E 9. 3 e 
3) 3=..!:.. 'orden (cúbico) 
3 ( ) 9 X ( X ) (X ) 9 1 ( 1 ) 1 p X =-- 3--2 --1 =-p 2-3p p 1 2L L L 21 1 O 
3 ( ) 9 X ( X ) ( X) 9 1 ( 1 ) . 1 P X =-- 3--1 1-- =-p 3p -1 p 2 2L L L 21 1 O 
p 1 (x) =~ =p 1 
-1 · L 1 
p 2 ( X ) = { 2 ~- 1 ) · ( ~- 1 )=( 1 - 2 p l ) p 1 O L L 1 O 
p 2 ( X ) =~ ( 2 ~- 1 ) = p 1 ( 2 p 1 - 1 ) 2 L L . 1 1 
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B). Se deduce la aplicación pedida de la tabla si-
guiente: 
Polinomio de Lagrange. Función de forma: 
1) Lineal 
2) Cuadrático 
2 1 1 p0=(1-2p 1)p 0 
p2=4plp1 
1 o 1 
2 1 1 p2=(2p1-1)p1 
N1=L 1 
N2=L2 
N3=L3 
Vertices 
N 1 ~(2L 1 -1)L 1 
N2=(2L 2-1)L 2 
N3=(2L 3 -1)L 3 
Puntos medios de lados 
3) Cúbico 
3 1 1 1 1 
p o =2 ( 3 p 1 - 1 ) ( 3 p 1 - 2 ) p o 
3 9 1 1 1 
p 1 =2p 1 ( 3 p o - 1 ) p o 
p ~ = ~ p ~ (. 3 p ~ - 1 ) p ~ 
3 1 1( 1 2 p 3 =2p 1 3 p 1 - 1 ) ( 3 p 1 - 2 ) 
Puntos 
N4=4L 1 L2 
N5=4L 2 L3 
N6=4L 3L1 
en lados 
9 N4=rL 1L2 (3L 1-1) 
9 Ns=!LiL 2 (3L 2-1) 
N6=fL 2L3 (3L 2-1) 
N 7 =~L 2 L 3 (3L 3 -1) 
Na=~L 3 L 1 (3L 3-1) 
. 9 
N 9 =rL 3 L 1 ( 3 L 1 - 1 ) 
Nudo interior 
3 
Fig. ES. 3d 
Fig. ES. 3e 
Fíg. E9.3 f 
Para este nudo interior no existe comparación 
directa con .Lagrange. 
2 
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C). u=(N 1 ,N 2 ,N 3 ,----N 6) u 1 
u2 
u3 
u4 
u5 
u6 
v=(N 1 ,N 2 ,N 3----N 6 ) v 1 
v2 
v3 
v4 
vs 
v6 
Los requereimientos en convergencia son: 
1) Movimientos de sólido rtgido a) u(x)=constante=u 0 
b) u(x)=-e 0y 
e) v(x)=v·0 
d) v(x)=e 0x. 
Po r 1 o t a n t o a ) ··u 1 =u 2 =u 3 ==u 4·= u 5 =u 6 =u 0 
lo que 
Es decir 
i m p 1 i e a u ( x ) = ( N l , N 2 , N 3 - - - -N 6) . u O 
6 
l:N.=l 
1 . 1 
6 
b) v1=v 2--------vi=v 0 An¡logamente se deduce 
6 
l:N.=l 
1 1 
C ) Ul = - e 0 y 1 ' U 2 = - e 0 y 2 - - - - - - - - . U6l:= ~ ~ 0 y 6 
Por 1 o tanto 
y= ¿ N.y. 
. 1 1 1 I-
d) v,=eoxl-6 v2=eox2--------- vo=eox6 
es decir x= l: N1x 1 i = 1 
A continuación se com~rueban las igualdades an-
teriores (L 1+L 2+L 3=1): 
- 215 -
6 3 3 2 2 2 
1=.L: 1N.=.L: 1 (2L.-1)L.+4.r 1L.L.=2L 1+2L 2+2L 3-(L 1+L 2+L 3)+ 1 = 1 1 = 1 1 1 = 1 J 
+4(L 1L2+L 2 L3+L 3 L1)=2(L 1_L 2+L 3 )
2
·1=1 
6 
y=i~1N¡Y¡ 
es decir: 
3 
con 
y·i~l (2L 1-1)Liyi+2L 1L2 (y 1+y 2 )+2L 2 L3 (y 2+y 3 )+2L 3 L1 (y 1+y 3 ). 
y= ( 2 L ~- L 1 1j2 L 1 L 3 + 2 L 1 L 3 ) y 1 + ( 2 L ~ - L 2 + 2 L 2 L 1 + 2 L 3 L 2 ) y 2 + 
2 
+(2L 3 -L 3+2L 3 L2 +2L 1L3 )y 3= L1 y 1+L 2y2+L 3 y3=y 
An~logamente se cumple: 
x=!:N . X •• 
1 1 
2) Movimientos de deformaci6n constante 
dU 
e; =- =a 
X dX 
av 
e; =- =b Y ay 
au -av y =-+-=e iy ay ax (a,b,c, constantes) 
u=ax+w 1 (y) v=by+lP, 2 (x) 
lJi 1 (y ) + lJi 2 ( x) =e , 1 u ego lJi 1 (y ) =e o n s tan te ljJ 2 ( x) = -'Con s tan te 
La expresi6n de los desplazamientos es: 
u=a,x+f31y+y1 
v=a.zx+Szy+y2 
Los valores nodales son u 1=a. 1x_,+S 1 y 1+y 1 ,u 2 =a. 1x 2 +B 1 y2 +y 1 ,---
uc)=a.1x6+131y6+y1 
Sustituido en la expresi6n de u=~N 1 ,N 2 ,N 3 ,N 4 ,N 5 ,N 6 ) u 1 se obtiene 
uz 
u3 
u4 
u5 
u6 
G ~ 6 6 6 
u=.~ 1 N.u.=.~ 1 N. (a 1 x 2 +s 1 y 2 +y 1 )=a 1 .L: 1 N.x.+s 1 .~ 1 N.y.+y 1 .I; 1 N.= 1- 1 1 1- 1 1= 1 1 1- 1 1 1- 1 
An~logamente se cumple 
como se quería demostrar 
6 
=a x+s y+y . 1 1 l 
v=.r 1 >N.v .• 1= 1 1 
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2). La continuidad C0 se satisface obviamente en 
los nudos. A lo largo de un lado, las funciones de forma 
son cuadráticas y están definidos por tres valores. Luego 
el elemento es conforme. 
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Ejercicio E10.1. 
El elemento finito no conforme de flexión (hipoele-
mento) de la figura E10.1a. tiene un campo de desplazamientos 
que puede suponerse aproximado por una ley parabólica de se--
gundo grado. 
Fig. E 10 la 
Se pide: 
1) Determinar la matriz de rigidez~ 
2) Para una carga vertical uniforme en todo el ele 
mento, hallar las cargas equlvalentes en los nu 
dos. 
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1) Se supone -la expresión de la flecha w parabólica, es de-
cir, en coordenadas triangulares se ~iene: 
2 2 2 
w=B 1L1+a 2 L2+a 3 L3+2S 1L2 L3+2S 2L1L3+2S 3 L1L2 {ElO;la.} 
Se formular~n las ecuaciones que siguen en un nudo. 
En los restantes se obtendrán mediante permutación circular 
1-+2-+3-+1 • 
Los coeficientes a 1 se determinan al imponer la CO,!l 
dición de flecha para el nudo i. Resulta para el nudo 1(1,0,0), 
a 1=w 1 • Por lo tanto: 
Para calcular los coeficientes B, es preciso conocer 
antes la expresión de la derivada según la normal a un lado. 
b3 -1 
¡;,g E 10 1 b 
Las fórmulas de transformación de coordenadas son: 
(ver figura E1.0.lb.) 
con a1=y2-y3 
b1=x 3 -x 2 
c,=(x2y3-x3y2) 
y análogas 
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x, yl 
1 área del triángulo 123 A=- x2 y2 = 2 
x3 y3 
Entonces: 
aw =(a aw + aw + aw )....!. ax 1 "1:" a2 '"'T., a3 L3 2A 1 
'" 
aw 
=(b aw + b2 aw b3 aw ) 1 ay '"'T, L2 + L"'iA 1 3 
. S e a .a. 3 e 1 á n g u 1 o q u e f o r m a e 1 v e e t o r 1 a do IT en e 1 
eje positivo de abscisas x. Su valor es: 
b 
cosa. =...1. 
3 .m3 
con 
los cosenos directores de la normal (dirigida hacia el interior 
del triángulo) son: 
~ 
, m 
3 
Por lo tanto la derivada según dicha normal es: 
aw a3 ~+ ~ aw 1 a 1 a3 + bl b3 Clw 
-=- ay = 2A( ar, an m dX m3 m.3 3 . 3 
2 
+ b2 
+ 
a3. 3 ~) 
m3 ClL 3 
es decir: 
m 
aw - ' 3 aw 
an3- n(d3 rr, + e3 
con 
+ b3 bl b3 b2 a3 al a3 a2 + d = e = y h3 L3 = 2A. 3 m2 3 m2 
3 . 3 
h3 es 1 a altura de 1 triángulo que parte del nudo 3. 
- 220 -
Las derivadas de la flecha w respecto a las coorde 
nadas triangulares son: 
aw 
aLl = 2 (al Ll + B2L3 + B3L2) 
Al particularizar para el punto 6(1/2, 1/2, O) resulta: 
-Por lo tanto, al considerar {E10.1b.} se obtiene: 
Como d3 + e 3 + 1 =,0 se puede_esc
ribir 
Resumlendo las ecuaciones an~logas en los nudos 4 y 5 se tiene: 
-1 -1 s, -h 1 e nl o dl el w1 
-1 -1 Bz = -h e n2 + e2 o d2 w2 2 
-1 -1 B3 -h 3 e n3 d3 
•e o w3 3 
Sistema cuya solución es: 
13 1 o 1 h 1 e nl o o d1 el w, 
Bz 1 o ti 2 e n2 1 o e-2 o d2 =- -- w2 2 .2 
B3 o h3 e n3 o d3 e3 o w3 
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o bien 
s, í'o h 1 en 1 e2+d3 e3 d2 w, 
82 
1 o h2 6n2 
1 
d3 dl+e3 w2 =- -- e, 2 2 
83 o h3 8n3 e2. dl e 1+d 2 w3 
Mul t ip'l icando por el vector f i 1 a 
(2L 2 L3 , 2L 3 L1 , 2L 1L2 ) 
se obtienen las funciones de forma, al sumar~e al resultado 
1 ·~ L2 L2 L2 E dec'tr a expreston w1 1 + w2 2 + w3 3 • s 
Reduciendo se obtiene: 
N1= L~ - e 2 L 2 (1-L~) - d3 L3 (1-L 3 )= Nwl 
N4= L1 (1-e 1)h 1= N8 1 
• n 1 _ 
Las matrices que relacionan deform~ciones 
~=(hxx' hyy' hxy)T y los movimientos son: 
T B1=(N 1 
- ,xx 
N· 1 , yy 
2A
2 Nl,yy=(b~ + e 2 b~ + d3 b~) = ~l 
2A2 N1 ,xy={albl + e2 a2 b2 + d3 a3 ~3) = ""Z", 
La matriz de rigidez se calcula a partir de la fórmula: 
T k.·.=//A B. D B. dxdy 
-· J .-1 - -J 
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D D o 
X 1 
con D= D 1 D o y matriz de elasticidad del material 
o o D 
xy 
ortótropo de 1 a losa. 
Se obtiene por tanto: 
{-2 za-1 
-2 -2 1 k 11 = a 1 D +· b1 o, + bl D + el Dxy}3" X y 4A 
k 12 =ra-, a2 D + <a, b., + a2 r, >o, + 'b, ¡;-2 D + el c2 D }..J._ X ... y xy 4A3 
T 
N4,xy) i4=(N4 . N ,xx , 4,yy 
1 
hl 
2 
con N =-- al 4,xx 2A2 
1 
hl b2 N =--4,.yy 2A2 1 
1 
hl bl N =-- al 4,xy 2A-2· 
Obteniéndose: 
hl - 2 Ca1 b2 2 r, >o 1 b2 Dxy} K 4=--{a a, o + + a, + b1 D + el a 1 bl 1 4A3 1 X 1 1 y 
h2 . - 2 Ca1 b2 2 'b,) o 1 r, b2 b2 o } k 15=---y{a 1 a2 D + + a2 + D + e 1 a2 4A X 2 2 y xy 
2 
h 1 4 
+(b2 2 2 2 4 2 b2 Dxy) K.44= 3(a1 D al + al b 1 ) o 1 + b 1' D +al 
4A X 1 y 1 
hlh2 2 2 Ox· + (b~ 2 2 2 b2 b2 bl b2 Dxy) K4 = 3 (al a2 a2 + al b2 )o 1 + o Y+a1 a2 ' 5 4A 1 2 
y los demis elementos se hallan por permutación circular que-
dando la matriz ·de rTgidez! de la forma 
1 K=-
- 4A 3 [
k k ] ww wa 
kew k e e 
siguiente: 
donde: 
CV'\ 
"' N 
k 
ww 
k = 
w8 1 
a~Dx+2a1 b 1 D 1 +b~Dy a~a~Dx+(a1 b2 +i2'b 1 )o 1 a 1a 3Dx+(a1'b3+a3'b1 )o 1 
+e2o +'b1'b2oy+ctc2oxy l_xy - b O +~~-O +b 1 ~--y . 1 ~~y ________ _ 
2 -a2 ox+2a 2b2D1+ a2a3Dx+(a2b3+a3b2)01 
-2 -2 +b 2D +e 2o Y xy +'b2 'b3 oY+c~'C3 oxy 
.sfJ...., 
"''etr. 
'co 
(- 2 (_,; 2 2- } 
-h 1 a 1 a 1 D~+ a 1b1+a 1b1 0 1+ 
-. 2 -~blblDy+~lalblDxy) 
(- 2 - 2 2- . 
-hl ala1Dx+(a2bl+alb2)01 
- 2 -
+b 2b1Dy+c 2a 1b1Dxy) 
<- 2 r- z 2- ) 
- h 1 a 3 a 1 O .xt a 3 b 1 +a 1 b 3 O 1 
- 2 - ) +b 3b 1DY+c 3a 1b1Dxy 
-2 -
a 30x+2a 3 b3D1+ 
-2 -2 +b 3o +e 3o y xy 
h (- 2 (~ 2 2- ) 
- 2 a 1 a 2 o.x + al b 2 +a 1 b 1 O 1 
- 2 - ) +b 1b2Dy+c 1a 2b2Dxy 
:... ~ . - . 2 2 .... 4 ' 
-h2(a2a2Dx+(a2b2+a2b2).01 
- 2 -+b 2b2Dy+c 2a 2b2Dxy 
(- 2 - 2 2- ) 
-h2 a3a2Dx+a3b2+a2b3 01 
- 2 -+b 3b2Dy+c 3a 2b2Dxy) 
- h 3 Ca 1 a~ Dí (a 1 p ~+a ~b 1 )'o 1 
+b1 b;DY+c1 a 3 b~Oxy) 
(- 2 - 2 2- )D 
-h3 ~2a30x+a2b3+a3b2 1 
+b b2 -2 3Dy+c 2a 3b3Dxy) 
- 2 - 2 2- ) -h3(a3a3Dx+a3~3+a3b3 °1 
- 2 -+b 3b3Dy+c 3a 3b3Dxy 
~e e= 
k = kT 
ew. we 
2 4 2 2 h1 (a 1Dx+2a 1b1o.1+ 
4 2 2 
+b 1Dy+a 1b 1oxy) 
-t;., 
?ti'· 
........ 
"e-() 
( 2 2 2 2 hlh2 ala2Dx+bla201+ 
2 2 2 2 
+a 1b2D1+b 1b2DY+ 
+al'bla2b2Dxy) 
2 4 2 2 2 h2a 2 Dx+2h 2a 2b2o1 
. 2 4 2 2 2 
+h 2b2DY+h 2a 2 b2Dxy 
( 2 2 2 2 hlh3 ala3Dx+bla301+ 
2 2 2 2 
+a 1b3o 1+b 1b3Dy+ 
+alb1a3b3Dxy) 
2 2 
h2h3(a2a3Dx+ 
2 2 2 2 
+b2a3Dl+a2b301+ 
• 
2 2 ) +b 2b3Dy+a 2 b2a 3b3 Dxy 
2 4 2 2 2 h3a 3Dx+2h 3a 3b3o 1+ 
2 4 2 2 2 
+h 3 b3Dy+h 3a 3b3Pxy 
N 
N 
.,¡:-
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2) Las cargas equivalentes a una carga vertical uniforme en 
todo el elemento es: 
Se comprueba que 
